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Vorwort 



Ziemlich genau hundert Jahre sind verflossen , seit die Grundlagen einer 
„neueren^ Anffassnngsweise der geometrischen Beziehungen an die Oeffentlichkeit 
getreten sind. Ihre hohe Bedeutung in ästhetischer sowie besonders in päda- 
gogischer Hinsicht y die Einfachheit und Klarheit neben strengster Folgerichtig- 
keit des Aufbaues verschafften der Methode rasche Verbreitung, und noch ist 
dieser jüngste Zweig der geometrischen Schulwissenschaften in steigendem An- 
sehen begriffen. 

Das vorliegende Lehrbuch bietet eine Behandlung dieses StoffBS entsprechend 
der Ausdehnung, welche demselben in den obersten Klassen unserer neun- oder 
zehnklassigen Lehranstalten zugemessen werden kann. In erster Reihe ist die 
rein geometrische Methode durchgeführt; jedoch folgt auf jeden geometrischen 
Abschnitt in besonderem. Kapitel die EJrörterung derjenigen Massbeziehungen, 
welche durch metrische Behandlung des gleichen Gegenstandes aufgefunden 
werden. Dadurch ermöglicht das Buch beim Selbststudium die Kenntnisnahme 
von den beiderlei Auffassungsweisen, welche dieses Fach bei verschiedenen 
Autoren gefunden hat, und als Hilfsbuch neben dem Unterricht kann es 
bei jeder Art des Lehrganges mit Erfolg gebraucht werden. 

Ausser dem eigentlichen Lehrtexte des Buches findet man eine äusserst 
reichhaltige Sammlung von Aufgaben, die den Studierenden zur selbständigen 
Thätigkeit anregen und dem Unterrichtenden ein besonders willkommenes Hilfs- 
mittel darbieten. Die grosse Mehrzahl der Aufgaben ist vollständig gelöst; aber 
auch zu den ungelösten Aufgaben wird das Ergebnis am Schlüsse des Buches 
in knappen Umrissen angegeben. 

Möge der Versuch, dem neuen Gegenstande erstmals eine so ausführliche 
schulgemässe Darstellung zu widmen, eine freundliche Aufnahme finden. 

Baden-Baden, Mai 1900. 

J. Sachs. 
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Projektivische (neuere) Geometrie 

(Syntbeüsclie Geometrie, Geometrie der Lage). 



I. Teil. 

Elemente u. Grundgebilde. Projektivität. Dualität. 

I. lieber das Wesen der projektivischen Geometrie und ihre Bezieiiungen 

zu den andern Teiien der Geometrie. 

Fra^e 1. Welche Benennungen 
führt der vorUegende Zweig der Geo- Antwort. Der vorliegende Zweig 
™®*™'^ der Geometrie führt verschiedene Be- 

nennungen, nämlich neuere (moderne) 

BrU. L Dass die neuere Geometrie mit Geometrie, synthetische Geo- 
80 Tencmedenen Namen bezeichnet wird, uefft . . • i /• • i. i^ x • 

daran, dass durch verschiedene Bearbeiter der- metrie, projektlVlSChe Geometrie, 
selben auch verschiedene Gesichtspunkte Geometrie der Lage, Wohl auch 
als wesentliche Unterscheidungsmerkmale reine (absolute) Geometrie, nicht- 
von der sonstteen Geometrie hervorgehoben und euklidische Geometrie, oder kon- 
deshalb zur Namengebung verwendet wurden, .ix« / ' x. ^ \ r\ ± ' 

Man vergleiche hiezu Frage 2 bis 9 und Erkl. 2 struktive (zeichnende) Geometrie. 

bis 16. 

Frage 2. Worin liegt die Berech- 
tigung der Benennung als „neuere Antwort Die Benennung als neuere 
Geometrie"? Geometrie oder moderne Geometrie 

bildet den Gegensatz zum Namen der 

Erkl. 2« Die Anfangsgründe der Plani- seit Jahrhunderten, ja seit Jahrtausenden 

metrie und Stereometrie gehen zurück gebräuchlich gewesenen Behandlungs- 
bisauf die gelehrte -mtigkeit der Aegypter j^ethode der Geometrie, welche dem 
m den Jahren um 2000 vor Chr. Die be- .., i « i j. n x • 

kannteste und als klassisch zu betrachtende zu- gegenüber als ältere Geometrie, 

sammenfassende Darstellung erführen diese antike Geometrie, auch Geometrie 
beiden ffeometriflchen Disziplinen um 300 V. Chr. der Alten oder Euklidische Geo- 

durch dfen griechischen Mathematik^^ bezeichnet wird. Der Name 

in Alexandria. Etwa 150 Jahre später war für r^ x • - x i 

die Trigonometrie gleicher Abschluss er- »euere Geometne ist also eine rem 
reicht durch Ptolemäus. — Dagegen stammen historische Bezeichnung und erinnert 
die ersten Anfange der neueren Geometrie daran, dass dieser heute knapp hundert 
ans den aUerlet^en Jahren des achtzehnten jj^^re alte Zweig der Geometrie über 
Jahrhunderts: und die dafür klassischen Werke ^rsr^r, tv ••* «i. i j* r-v 

eines Steiner und V. Staudt erschienen erst 1832 3000 Jahre jünger ist, als die frühere 
und 1847. Geometrie. 
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Frage 3. Was bedeutet die Be- 
zeichnung als synthetische Geo- 
metrie? Antwort. Der Name synthetische 

Geometrie bezeichnet hauptsächlich 

„ . , « „ u . . • V.. » • ' j den Gegensatz zur analytischen 

Erkl. 8. Es erschemt nicht angängig, den >, ^ . ^j^, j j" i x i «^ 

Unterschied der synthetischen und analytischen Geometrie. Während die letztere mit 

Geometrie in dem Sinne aufzufassen, welchen gewissen Yon den Figuren abgenomme- 

die Logik mit diesen beiden Begriffen verbindet: neu Zahlengrössen (besonders den Koor- 

„im synthetischen Urteil wird der voraus ge- flinaten) algebraische Eechnungs- 

gebene Begriff um ein neues, noch nicht in ihm .. '' ° . . , , , *? 

enthaltenes Merkmal erweitert; im analytischen Operationen VOmimmt und dann solche 

Urteil wird ein in ihm schon enthaltenes Merk- auf algebraischem Wege gefundenen 

mal herausgehoben." Nach dieser Auffassung Ergebnisse wieder rückwärts in die geo- 

wäre fast eher die synthetische Geometrie als metrische Anschauungsweise über- 

durch analytisches Verfahren aufgebaut ssu be- , .. . i. »x i. ?• xx. x« i. 

trachten und umgekehrt die analytische Geo- tragt, — SO arbeitet die synthetische 

metrie durch synthetisches. Geometrie mit den geometrischen 

Gebilden selbst und findet neue 
Erkl. 4. Schon eher würde vielleicht die Eigenschaften der Figuren durch rein 

andere ünterscheidungsweise Anwendung finden i.'i.T>iji j -iv, 

können, wonach man als synthetisches oder geometrische Behandlung derselben. 

deduktives Verfahren das Fortschreiten vom 

Allgemeinen zum Besondem, als analytisches 

oder induktives Verfahren das Fortschreiten 

vom Besondern cum Allgemeinen versteht. Doch 

muss ausdrücklich betont werden, dass in diesem 

Sinn nicht nur in der neueren Geometrie, sondern 

auch in den übrigen Zweigen der Geometrie, ja in 

aUen Disziplinen der Mathematik überhaupt für 

einzelne Fälle je nach Bedürfnis bald die eine, 

bald die andere dieser beiden Methoden fort- Erkl. 6. In der höheren Mathematik ist es 

während nebeneinander zur Anwendung ge- gebräuchlich geworden, mit dem Namen Ana - 

bracht wird. lysis überhaupt alle diejenigen Fächer dieser 

Wissenschaft zu bezeichnen, welche sich der 
Rechnungsoperationen mit Formeln und Glei- 
chungen bedienen, ganz besonders die mit den 
veränderlichen Grössen arbeitenden Disziplinen. 
Dem gegenüber gilt dann als synthetisch 
jede zeichnende Methode, also aUe geometrischen 
Fächer überhaupt. 



Fpajre 4. Was besagt die Benennung . . . t^- t» i 

als projektivische Geometrie? . ,^ntwort Die Benennung als pro- 

^ *' jektivische Geometrie (oder auch 

projektive Geometrie) bezeichnet im be- 

Erkl. e. Man kann die Euklidische Geo- sondern das Hilfsmittel, Wodurch diese 

metrie auffassen als Untersuchung derjenigen moderne Behandlungsweise neue Eigen- 

Eigenschaften der Figuren, welche unverändert schatten der Figuren auflSndet, nämlich 

bleiben bei den Transformationen der Be- die Projektion. Man kann daher auch 

wegung und Spiegelung (gleich- und un- jY ^ i. • x j» j* • • 

gleichwendige Kongruenz) und der Aehnlich- sagen, diese Geometrie Studiere diejenigen 

keit (Proportionalität): In beiden Fällen bleibt Eigenschaften der geometrischen Gebilde, 

Unendiichfemes auch stets unendlich fem. — welche bei der Projektion der Figuren 

An stelle dieser Transformation tritt nun als unverändert erhalten bleiben. 

Grundlage der proiektivischen Geometrie die rr j- c^^ • .l j» • i x- • i. 

TransformationsgTuppe der Projektion. Die- l^^ diesem Sinn ISt die prOjektlVlSChe 

selbe ist bedeutend weiter als die beiden vorigen, Geometrie zusammen mit der darstel- 

umfasst beide als ganz spezielle Fälle in sich lenden Geometrie und der Lehre von 

SeidnS.tr£;ai" drÄ" e^ l": ^er Pr^-ektion (Schattenlehre) aUen 

endlichfernen seine konsunt bleibende Ans- andern Zweigen der Geometne gegen- 

nahmestellung fast völlig verliert. Übergestellt.J 
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Fra^e 5. Was Tvird ausgedrückt 

durch die Bezeichnung Geometrie Antwort Durch die Benennung 

aer i^agef Geometrie der Lage wird der be- 

„ ^, „ „. . , ,. . „M. . , . sondere Gegensatz ausgesprochen zur 

IT ^r}^'u' Em nnentbehrhch^ Hilfemitt^^^ Geometrie des Masses. Die Geo- 

Euklidischen Geometrie ist z. B. das Halbieren j. j « ^o a».«»»»^». ^ x^x^ v^cw- 

von Strecken oder Winkeln, das Fällen einer metne der LÄge macht kemerlei Ge- 

Senkrechten u. s. w., wie solche Begriffe auf- brauch Yon dem Begriff des Masses, sei 

treten bei kongruenter Verschiebung einer es bei Strecke oder Winkel, bei Fläche 

SSrder^lagTbiärtÄ«.':.«« ^««' ^^'- rj'^''''\ die EukliMe 

dem Gebiet der Betrachtung. Wenn überhaupt Geometne , Tngonometne oder aualy- 

einmal im Grenzgebiete vom Mittelpunkt einer tische Geometrie fast nur auf Beziehun- 

Strecke oder Kurve die Bede ist, so ist die gen der Grösse selbst oder der Grössen- 

S GirÄtÄlÄ'TwTJ^rÄ Verhältnisse verschiedener Baun,gebilde 

so, wie auch der unendlich ferne Punkt einer beruhen, SO Wird die Geometne der Lage 

Geraden als uneigentlicher Punkt nicht gerade aufgebaut auf ausschliesslichen Betrach- 

von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben darf, tungeu der gegenseitigen Lage der 

aber nur als vereinzelter besonderer Fall gilt, pigureuteüe, Z. B. dass Punkte auf Ge- 

Brkl. 8. Der Berührungen zwischen der radeu liegen, dass Gerade duich Punkte 

Geometrie der Lage und des Masses sind es gehen U. 8. W. Solche Ergebnisse der 

selbstverständlich sehr viele; ja man hat einen Massgeometrie , welche ebenfalls nur 

grossen Teil der Betrachtungsweisen der ersteren derartige Beziehungen enthalten, werden 

auch mit den llitteln der Rechnung und der ^^*«*"6^ •^^«'^"""ej'" ^***^«"«^"> "^^*«^» 

algebraischen Operationen behandelt. Jedoch daher als beiden Ü ächem angehong an- 

muss dabei der völlig selbständige Cha- zusehen sein, SO z. B. Eigenschaften der 

rakter der Geometrie der Lage durchaus Figuren am Kreise, bei welchen die 

ÄÄ:jVoÄ^?o?S\e^e1 Mittelpnnktseigenschaften des Kretees 

FaÄe geführt, wenn in ihm der Anschein er- ausser acht bleiben. Umgekehrt liefert 

weckt wird, als wäre dasselbe etwa ein letztes aber auch die Geometrie der Lage die 

gleichartiges Kapitel der Planimetrie. Vielmehr Gelegenheit , in einer Art VOU Grenz- 

ErÄfiÄtr^^'lÄÄ ^^^' ^^^ der Massg^metrie ange- 

Betrachtungsweisen sich wertvolle Fortschntte hörigen Ergebnisse aufzufinden, 
und Erweiterungen ermöglicht. 

Erkl« 9. Um dem Studierenden Ge- 
legenheit zu geben, beide Betrach- 
tungsweisen kennen zu lernen, werden 
im folgenden jeweils nach einem geome- 
trischen Abschnitt diejenigen Massbe- 
ziehungen in besonderem Abschnitt er- 
örtert werden, welche durch metrische 
Behandlungsweise des gleichen Gegen- 
standes aufgefunden werden. 



Frage 6. Was besagen die Namen 
reine Geometrie, nicht-Euklidische 

Geometrie, zeichnende Geometrie? Antwort. Die Benennungen als 

reine oder absolute Geometrie, 

«U.V1 «A T^• V * T>« • i. « nicht-Euklidische Geometrie, 

ErkL 10* Die hier genannten Bezeichnungs- . , , , ^ i. 1 x • 

weisen der neueren Geometrie sind keine so zeichnende oder konstruktive 

ausschliesslichen wie die vorhergehenden: als Geometrie bezeichnen ebenso wie die- 
konstruktive Geometrie wird auch die jenige der Geometrie der Lage den Gegen- 
darstellende Geometrie und die Schattenlehre gatz der neueren Geometrie zur Geometrie 

bezeichnet: als absolute oder als nicht- ^ -.r m j* ' r\ x • 

Euklidische Geometrie werden auch solche des Masses, weil diese reme Geometne 

Behandlungsweisen der Planimetrie bezeich- nur wirkliche geometrische, also zeich- 
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net, welche von der Euklidischen Geometrie nur nende Betrachtungen der Figuren oder 

JeiSn.^'^SrS^^d^^^^^^^^^ ^^ '^^ räimlic^eBehandlnngsmeth^^^ 

Boiyai. (FrischaufVLobatschewsky, wollten die anwendet, ohne diese mit irgend welchen 
Möglichkeit eines Systems der Geometrie dar- rechnenden (metrischen) Operationen zu 
thnn, für welches von dem sog. elften Axiom verbinden. Letzteres ist aber nicht zu 
(oder fünften Postulat) des EnkUdAbst^^^^ vermeiden bei der Euklidischen Behand- 

nommen würde, dass nämlich bei Gleichheit kor- | ^ ri ^ • 

respondierender Winkel ein Schneiden der Sehen- ^^^S ^^^ Ueometne. 
kel nicht (oder erst in einem unendlich fernen 
Punkte) stattfinde. 



Frage 7. In welcher Beziehung steht 

die projektivische Geometrie zur 

Planimetrie und Stereometrie? Antwort. Die projektivische Geo- 
metrie beschränkt sich nicht auf die 
Behandlung der ebenen räumlichen Ge- 
bilde, vielmehr umfasst sie planimetrische 

Erkl. 11. Demselben Urteil über die neuere ^^^ stereometiische Betrachtung der Fi- 

Geometrie gibt ein anderer Autor folgenden guren in gleicher Weise nebeneinander. 

Ausdruck: „Euklid hat einst seinem Könige Aber der Gesichtspunkt ist ein viel all- 

Ptolemätts, der das mtihsame Studium der gemeinerer als derjenige der gewöhn- 

„Elemente'' abschreckend fand, mit dem ganzen f. , , ^ » i • v r^ t -^ 

Stolze eines Gelehrten erwidert: „Es gibt keinen ^(^^^^^ ebenen und räumlichen Geometrie 

Königsweg zur itfathematik.'' — In einem höheren und führt mit einem Schlage in Gebiete, 

Sinne des Wortes ist die neuere Geometrie dieser deren Behandlung in jenen Fächern erst 

Königsweg!« (Hankel, 1875.) ^^f s^^^ vorgeschrittener stufe ermög- 
licht wird. „ Die neue Auffessungsweise 
bringt Ordnung in eine grosse Menge 

Erkl. 12. Trigonometrische Betrach- solcher Sätze und Aufgaben der Geo- 

tungen treten in der projektiven Geometrie gar metrie , welche , nach den bisherigen 

nicht auf ; wohl aber findet Trigonometrie Ver- Vorschriften gelöst, als ein Heer von 

Wendung zur metnschen Behandlungsweise • j °' ' -ri. x* v 1.1 ^; 

mancher projektivischen Beziehungen, z/B. der ausemandergenssenen Elgentumüchkei- 

Winkelteilung durch einen Strahl. ten erscheinen." (Steiner, 1832.) 

Frage 8. Wie steht die synthe- 
tische Geometrie der analytischen 

gegenüber? Antwort. Synthetische und analy- 
tische Geometrie führen vielfach zu den 

Erkl. 18. Durch Autoren wie Plücker und gleichen Ergebnissen auf ganz verschie- 

Clebsch bat sich die analytische Geometrie wirk- denen Wegen. Nach Steiner macht weder 

lieh auch die synthetischen Betrachtungsweisen ^^ synthetische noch die analytische 

angeeignet und ist zu einem auf beiden Me- ,, . , •% j rr T a """•'^ ^„ 

th]?den aufgebauten System entwickelt worden. Methode den Kern der Sache aus ; ei 

— In manchen Lehranstalten wird keine pro- findet es begreiflich , dass alle hier 

Jektivische, sondern nur analytische Geometrie synthetisch entwickelten Resultate sich 

m der obewten Klasse behandelt. Dem ge^^^^ natürlicherweise auch durch analytische 

über darf doch festgestellt werden, dass einer- „Mi» «xi. i xic j ^ t\ t i,«* 

seits der projektivischen Geometrie ein höherer Hilfsmittel auffinden lassen. Daher Ml 

pädagogischer Wert zukommt, und dass man diese beiden Zweige als gleicb- 

andererseits für die Koordinatengeometrie der berechtigt nebeneinanderstehende 

Funktionsbegriff kaum so schulgemäss behandelt anzusehen 
werden kann, als für eingehende Behandlung der 
analytischen Geometrie erforderlich wäre. 

Erkl. 14. Die Unterscheidung zwischen den 
beiden Fächern gibt Thomae (1894) mit folgenden 
Worten: „Dass die messende Geometrie, ins- 
besondere die analytische Geometrie, der reinen 
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projektiven Methode überlegen ist, kann nicht 
geleugnet werden. Sie gebietet eben nicht nnr 
über die Hil&mittel der letzteren, sondern be- 
dient sich auch noch des ganzen Apparates, den 
algebraische nnd analytische Forschungen ihr 
bereit stellen. Anders gestaltet sich die Wert- 
schätzung vom ästhetischen Gesichtspunkte. 
Das maüiematisch-ästhetische Gefühl ist erst 
dann vOllig befriedigt, wenn ein zu erbringender 
Beweis nur mit den fikr ihn gerade notwendigen 
Hilfsmitteln geführt ist. Die Lehrsätze der pro- 
jektiven Geometrie sind von Massverhältnissen 
unabhängig, die Beweise für ihre Lehrsätze 
befriedigen uns vollkommen erst dann, wenn 
sie rein projektiv erbracht sind.'* — 



Frage 9. Welches ist der wichtigste 
Unterschied bei den Eonstrnktions- 

^l^rl.''i.^^''n^^^Ä^^'^ ™* ^^'^ Antwort. Der bemerkenswerteste 
Euklidischen Geometne? Unterschied zwischen den Konstruktions- 

weisen der neueren nnd der alten Geo- 

^.T.*SiUff^.?M.?«Ti^^^^^ ^»etiie ist der, dass die erstere fast aus- 

den isegns des nasses vorans: beim (jeDrancn ^|. i*t.jT* 1 n* •!. 

des Zirkels besteht aber dieselbe Voraussetzung, schüesslich da« Lineal allein zu ihren 

denn das Zeichnen eines Kreises ist ja die Konstruktionen benützt, während die 
Drehnng einer Strecke, welche dabei dieselbe letztere neben dem Lineal den Ma SS- 
Massgrösse beibehalten mnss. Man hat auch g^^^ ^^^ ^^^ Zirkel in ausgiebigster 
m der Planimetne sehr bemerkenswerte Unter- ,^, . ^ ^ ,. xt v«Ai?i. 

snchnngen angestellt, wie geometrische Kon- Weise verwendet. Nur bei Aufgaben 

strnktionen ansznfflhren sind mittels der geraden höherer Ordnung wird das Yorhanden- 
Linie nnd eines festen Kreises. (Steiner, 1838.) gein einer einzigen wirklich vollstän- 

Erkl.ie. Man pflegt im allgemeinen solche ^« gezeichneten Kurve vorausgesetzt, 

Aufgaben, die bloss mit Lineal gelöst wer- ^^s etwa einer emzigen und einmaligen 

den können, als elementare oder als lineare Benfitzung des Zirkels gleichzuachten 
za bezeichnen, anch als Aufgaben vom ersten wäre. 
Grade, weil deren analytische Einkleidung anf 
Gleichungen ersten Grades fahrt (daher auch 
umgekehrt Gleichungen vom ersten Grade als 
lineare Gleichungen bezeichnet werden). Auf- 
gaben, zu deren Konstruktion das Lineal allein 
nicht ausreicht, und welche dann auch in ana- 
lytischer Einkleidung auf Gleichungen höheren 
Grades fahren, sind demnach als Au^ben 
höheren Grades anzusehen. Es entspricht also 
•dem in Erkl. 14 angegebenen Ziele, dass sieh 
üie proiektivische Geometrie die Angabe stellt, 
keine lineare Aufjgabe anders als durch das 
Lineal allein zur Lösung zu bringen. 

Frage 10. Welche Vorkenntnisse 
sind zum Studium der projektivischen 

Geometrie erforderlich? Antwort Vorkenntnisse sind zum 

Studium der projektivischen Geometrie 

Erkl. 17. Von grossem Nutzen ist hier wie i» keinerlei Weise erforderlich. 

in allen geometrischen Fächern die Fähigkeit, Denn ausgehend VOn den einfachsten 
schriftlich Gelesenes oder mündlich Gehörtes sich QrundbeffrMfen vou Punkt, Gerade und 
*uch räumlich vorzustellen: Sonst aber wird in jj^ene baut sie ihre Betrachtungen auf 
der Entwieklang der Geometne der Lage kemer- « n« • i. v vi 

lei Hilfe benutzt. Nur in den beigefüSen metei- »Is em vollkommen m Sich abgeschlos- 
«chen Betrachtungen kommen die Hilfsmittel der senes Ganze ohne Heremziehung oder 
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Planimetrie und Stereometrie, ausnahmsweise Benützung irgend welcher fremden Hilfs- 
auch der Trigonometrie zur Anwendung. Je- Q^iffe] 
doch kann der synthetische Aufbau des Ganzen 
auch unter völliger Auslassung dieser Teile voll- 
kommen verstanden werden, indem niemals das 
geometrische Fortschreiten auf diese metrischen 
Beziehungen gestützt wird. 

2. lieber die „Elenente'' und die „Brundgebilde" der projelctivisclien Geometrie. 

Frage 11. Was versteht man unter 
Elementen and was unter Grund- 

gebilden der projektivischen Geo- Antwort. Die Elemente der pro- 
^^ jektivischen Geometrie sind folgende 

drei: 

Erkl, 18. Während in Planimetrie und . ^ p . . 

Stereometrie Gerade und Bhene nur als die ^' ^^^ l'unKt, 

Gesamtheit ihrer Punkte au^efasst werden, 2. die Gerade oder der Strahl^ 

so hat man in der projektivisdieo Geometrie 3. die Ebene, 

jedes dieser Elemente auch als seihständiges t%* n ^ l*ij j •ix**i. 

Element vorzustellen. Im Sinne der gewöhn- Dl© Brundgebllde der projektlVlSChen 

liehen Auffassung würde die Gerade nehen- Geometrie sind folgende secbs, nämlich 

stehend als besonderer Fall einer Punkt- drei von der ersten Stufe (Dimension): 

reihe, die Ebene als ebenes System, d.h. , j- ti 1 x «i. /t Vv j \ 

je als Gebilde statt als Element vorgesteUt 1- die Punktreihe (I. Ordnung), 

werden. 2. der Strahlenbüschel 

Erkl. 19. Ein Element ist ein einzelnes 1^^^^^^' Kr \^ 1 

Dins, dem keine Bestandteile und keine Mannig- ^' ^^^ ÜiDenenDÜSCiiei 

faltigkeit, keine Mächtigkeit zugeschrieben wer- (I. Klasse) ; 

denkann; ein Grundgebilde dagegen ist eine i ^ zweiten Stufe (Di- 

Gesamtheit von Elementen einfachster Art, *'"^','^" **^* «ff^*u^*x «w«i V 

es ist von ein-, zwei- oder dreifiicher Aus- mension): 

dehnung („Stufe"), es ist eine unendliche 4, das ebene System, 

^_^l°i^!?l!l?:i^l^!;':? ^^^^^ 5. der Strahlenbündel oder 

Ebenenbündel; 

und eines von der dritten Stufe pi- 
mension): 

6. das räumliche System. 



1 



dreifach unendlich vielen Elementen. 



Frage 12. Was ist über den Punkt 
zu sagen? Antwort. Der Punkt ist in der 

projektivischen (Jeometrie genau ebenso 

Erkl. 20. Je nachdem ein Punkt betrachtet wie in der Planimetrie oder Stereome- 
wird als Element eines ein-, zwei- oder drei- trie ein im Räume gedachter Ort, eine 
dimensionalen Gebildes (Linie, Fläche, Raum) bestimmte Stelle im Räume ohne jeg- 
safi^ man, es £:ebe emfach unendlich viele ( ao), , . , 4 j i. ^ ^ :» {km 

zweifach unendlich viele (od2) oder dreifach hche Ausdehnung, SO dass in ihm 
unendlich viele ( od») Punkte. Damit überein- selbst irgend welche Ortsverschiedenneu 
stimmend ist das „Herumgehen" rings um einen nicht vorhanden ist Man kann also 

Punkt in der Ebene auf eine Art, im Raum jurch den Punkt hindurchgehen oder 

auf beliebig viele Arten möglich: auf einer ._^ a^^ r% ii.i,«. ^1.^« r^^nhf 

Linie dag4en trennt der Punkt vöUig die nngs um den Punkt herumgehen, nicht 

benachbarten Punkte in je einen Teil auf der aber mi Punkt selbst eine oder andere 
einen und auf der andern Seite ab. Seite unterscheiden. 

17 VI d« o. ^- *«a • n 1*^ u Ii^ den Figuren werden Punkte 

ErkLSl. Bestimmt wird ein Punkt durch ,^ ^.^, . j .^^u -D../»v.Gfsi. 

«wei schneidende (gerade oder kmmme) Li- bezeichnet durch grosse Bnchsta 
Dien als ilirSchnittpunkt,oder(lnrch drei schnei- ben, und dementsprechend bei Notwen- 
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dende (ebene oder krumme) Flächen als deren digkeit der Bezifferung durch grosse 

gemeinsamer Sebnittpnnkt ; denn in der dritten föniische Zi f f e r n 

Fläche wird sowohl durch die erste als durch t j rz • i. * • ti i_x 

die zweite je eine Schnittlinie bestimmt, und Jede Zeicüuung eines Punktes ist 

diese beiden in der gleichen Fläche liegenden kein wirklicher Punkt, denn man kann 
Schnittlinien bestimmen wieder den Punkt als ihn nicht ohne Ausdehnung zeichnen, 
Schnittpunkt. vielmehr nur durch einen wenn auch 

noch so kleinen Kreis (oder ein Kreuz) 

andeuten. 



^ B 



Frage 13. Was gilt von der Ge- 
raden als Element? Antwort. Die gerade Linie oder 

der Strahl als Element in der projek- 

ErkL 22. Für die Anzahl von Geraden ist tivischen Geometrie gilt nicht als Ge- 
die Unterscheidung der DiraeiwionenaaU mcht gamtheit der in ihr enthaltenen Punkte, 

mehr so einfach, wie fttr den Punkt. Es gibt ^^"7"^*" ^^* **A^«i^j.uuxj»twv**v.** x «mivia>, 
nämlidi durch einen Punkt in der Ebene sondern als einheitliches, selbständiges 

einfach unendlich viele Strahlen; in der gan- Baumelement vou unendlicher Länge, aber 
zen Ebene und ebenso auch durch einen ohne jede Breite oder Dicke. Man kann 
Punkt im Raum zweifach unendlich viele , j^ ^ Geraden in je einer ein- 

Strahlen, m unserem ganzen Raum aber gibt . \zpZi. y. j 7^ •* , ^. , 

es vierfach unendlich viele Strahlen; eine drei- Zlgeu Richtung hm- Oder herlauten, und 

fach unendliche Mannigfaltigkeit bildet schon man unterscheidet an der Geraden in 
die Gesamtheit der durch eine gegebene der Ebene zweierlei Seiten oder Ufer. 

Ä'^ErkTöa?*'"'" &<*h«^de^ Strahlen j^ ^^^ Figuren werden Gerade 

bezeichnet durch kleine Buchsta- 
^'^' ^' ben und dementsprechend bei Notwen- 

digkeit der Bezifferung durch kleine 
* arabische Ziffern. 

Jede Zeichnung einer Geraden ist 

keine wirkliche Gerade; denn man kann 

dnrS*lwei* pÄ'^r d"Jä terbSdu^g«! ^^ nicht ohne Breite (uud Dicke) zeich- 

gerade oder durch zwei Ebenen als deren ^^p, Vielmehr nur durch einen wenn 
Schnittgerade. Zwei verschiedene geraden Li- auch noch SO schmalen Streifen andeu- 
nien können einander nur in einem Punkte ten — und ganz abgesehen davon, kann 

'^fll^f' Ä7^'^'''«?r''lL'''KiH'^'^ auch die unendliche Länge der Geraden 

gemeinsam haben, so müssen sie völlig zu- . r . 17 • 1 • j 1. 

sammenfallen, da ja durch zwei Punkte nur »^^ ^uf einer Zeichnung wiedergegeben 

eine einsöge Gerade möglich ist. werden. 

Frage 14. Was ist die Ebene als 
Element? Antwort. Die Ebene als Element 

der projektivischen Geometrie ist ebenso 

Erkl. 24. Die Anzahl aller möglichen Ebenen wie der Strahl nicht als Gesamtheit der 
ist dreifach unendlich. Es gibt nämlich einfach j^ ^^ enthaltenen Punkte oder Geraden 

unendlich viele Ebenen durch eine gegebene , j 1 • t. -xi« u ii. 

Gerade, zweifach unendHch viele Ebenen durch anzusehen, sondern als einheitliches selb- 

einen Punkt im Baume, dreifach unendlich viele Ständiges Raumelement von unendlicher 

Ebenen im ganzen Räume. Länge und Breite, aber ohne jegliche 

w:u.t.i ae r» x- * • j • x»u Kcke. Mau kauu also in der Ebene 

Erkh 25, Bestimmt wird eine Ebene . ^ «^i,,-^j « t>:«u4.« ^« i.,-« ^^«« 

durch drei nicht in gerader Linie liegende "^ verschiedenen Richtungen hin- oder 

Punkte, oder durch einen Punkt und eine herlaufen, und man unterscheidet an 

ausserhalb desselben laufende Gerade, oder der Ebene im Raum zweierlei Seiten 

durch zwei schneidende (oder parallele) gerade q^qy Ufer 

Linien. — Als Definition der Ebene pflegt y j ' Tn* ^^ j^« -c^u^**«^ 

man die Eigenschaft zu benützen, dass jede ^ I» den Figuren werden Ebenen 
Verbindungegerade zweier ganz beliebig ge- bezeichnet durch kleine griechische 
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wÄhlten Punkte der ebeoen Fläche ganz in der- Buchstaben. Wirkliche Zeichnung 
selben enthalten sei. [Nicht hierW gehörig ^iner Ebene ist unmögUch: denn die 

wäre die Definition der Ebene als Fläche klein- ^, • i /*"*""o"^" » . ^^"" ^ 

sten Inhalts zwischen dreien ihrer Punkte, ebenso- Jö^Dene, in welcher man zeichnet, ist 

wenig wie die Definition der Geraden als kürzeste als solche vorhanden, und jede andere 

Verbindungslinie zweier ihrer Punkte. Eher Ebene liegt eben nicht in der Zeich- 

drÄn'JSd £ lSÄ*%?ä"ttS nungsebene kann also nm- durch Zdch- 

man ein beliebiges Stück derselben herausnehme ^^^S ^^ räumücher Perspektive ange- 

und nach beliebigen Drehungen und Wen- deutet werden — und ausserdem kann 
düngen irgendwo sonst wieder auflege (bei der auch bei der Ebene die Unendliche Aus- 

S)%as*S arvou'^oin '^^^ ^«hnung nie wiedergegeben werden. 

Ganzen zusammenfalle.] 

Erkl* 26. Zwei verschiedene Ebenen 
können einander nur in einer geraden Linie 
schneiden; denn verbindet man zwei beliebig 

gewählte Punkte der Stdmittlinie durch eiue «^t, «-^ ^. j ^- nu ü 

erade, so muss diese nach Erkl. 25 ganz in „„,*^"-J?jtt ^« '^LIV'.^^''''aV'^, 

dereinen, aber auch ganz in der anderS Ebene J^^I/Lj '^ Ät^.^^^^^^^ 

liegen, ilso beiden Ebenen als gemeinsame fr^f^rciÄiS ^^ffl^^^^^^ 

ScSitilinie angehören. Einen ausserhalb dieser ^^L^lf "^^'^J^r^.:^^^^^ Geraden 6 und cm 

Geraden liegeiTden weitem Punkt können beide ?JfViLn Tf ^^VJ^'^ii^l P^?^*„^f 

Ebenen aber auch nicht gemein haben, denn tVj^^^^^^'jil^L iPj'^A^^t ^T "" ^n*^' 

wenn zwei Ebenen drei Punkte gemeinsam ÄlÄ t^^t Z J^!''^^^^ 

haben, so müssen sie völlig zusammenfallen, da i^if l'^AJi«?/!^^ ^"^^ .^** f "' ^^' 

ja durch drei Punkte nu? eine einzige Ebene X f. Schnittgeraden der zwei andern par- 

bestimmt wird. ^^^ ^^ ^' 

Frage 15. Was ist eine Punkt- 
reihe? 'Antwort. L Die Punktreihe ist 

die Gesamtheit der in einer (geraden oder 
krummen) Linie liegenden Punkte, diese 
Punkte sind die Elemente der Punkt- 

„.--,--„ . r» w .,. V reihe. Ist diese Linie eine Gerade, 

ErkL27. Wenn von einer Punktreihe ohne v • x ^. PuTilrtrpihA Äiirh irprÄde 
Zusatz einer Ordnungsziffer gesprochen wird, ^ "^"^^ .^® rttnKU*eme aucü geraoe 
so ist in der Regel (wo n&mlich eine Verwechs- Punktreihe Oder Punktreihe L Ord- 
lung dem Sinne nadi ausgeschlossen erscheint) nung und gilt als ein Grundgebilde, 
eine Punktreihe I. Ordnung gemeint. Für die gerade Linie selbst heisst der Träger 
Punktreihen von höherer als I. Ordnung wird ;i^°T>„„i^f„^:i^^ a 11^^«^.^;^ «.:u4. A^a 
auch der Name Kurve gebraucht; dilselben ^er Punktreihe. Allgemein gibt d^e 
werden aber nicht mehr als Grundgebilde Ordnung einer Punktreihe an, wieviele 

angesehen. Man unterscheidet Punktreihen L, Punkte eine beliebige Punktreihe höch- 
"v ™;2 allgemein nter Ordnung; aber nicht gtens mit einer Punktreihe L Ordnung 
jede beliebige Gerade bat mit einer solchen ^^^«r««««* u«i>a« u««w, «i«^ ^Z4. «««^^1^ 

luch wirklich n Punkte gemeinsam, sondern es gemeinsam haben kann, also mit andern 

gibt stets Gerade, welche gar keinen oder nur Worten , in Wieviel Funkten höchstens 
einen oder zwei bis n Schnittpunkte liefern, je diese Punktreihe von einer gegebenen 
nachdem die Gerade ausserhalb der Kurve geraden Linie geschnitten werden 

verläuft, oder die Kurve berührt oder schnei- r '=' 

det. Die Ordnungszahl der Punktreihe ist die ^^""- ,,. ^ , .^ 

Höehstzahl der bei irgend einer dieser Geraden 2. Da die Gerade unendlich lang ist, 

möglichen Schnittpunkte. SO kann auch eine Punktreihe L Ordnung 

nie ganz gezeichnet werden, sondern nur 

das Stück oder der Teil zwischen zwei 

beliebigen Punkten derselben. Eine solche 

pj 2 Strecke istalso stets der Verlängerung 

nach beiden Seiten fähig, und zwar 

^ T. w u T /^ j u *"*" unbegrenzt bis ins Unendliche. Und 

.Punktreihe I.Ordnung." zwar nimmt man an, dass man nach 
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ErU. 88. Die Punktreihe I. Ordnimg ist in Figur 3. 

der Figur, nicht aber in der Auffassang identisch 
mit der Geraden als Element, denn als Element 
betrachtet ist die Gerade ein einziges ungeteiltes 
Ganze, als Grundgebilde betrachtet aber ist 
dieselbe eine Vielheit, nftmlich die Gesamtheit 
ihrer Punkte. 

« • 

Erkl. 29. Mit dem Begriff Strecke wird 
in der projektivischen Geometrie keinerlei Mass- *'-... 

grosse verbunden. Deswegen kann man doch 

die Punkte der Punktreihe zwischen den Grenz- ,> , . ., ^ »t n^A^ u 

punkten als innere, die nicht zwischen den .Punktreihe II. Ordnung.« 

Grenzpunkten liegenden Punkte als äussere einem und demselben unendlich 

Punkte bezeichnen. Und man mnss sogar « t>„,.i *« j^« t>.,«%*«^:i.^ ^^ 

(Figur 5) eine zweite Strecke CA deren Grenz, fernen Punkte der Punktreihe ge- 

punkte zwei innere Punkte der ersten Strecke lange, ob man die Strecke nach der 

^B sind, als eine kleinere Strecke, jene erste einen oder nach der andern Seite 

als grössere Strecke bezeichnen, ohne de^alb ^is ins UnendUche verlängert. Durch 

irgendwelche MasBverhältnisse einzufahren, denn ^r 'An Ai^^r^r. ^:«-:^^« ^^^^a 

jede der beiden Strecken enthält noch linend- Vermittlung dieses einzigen unend- 

lieh viele Punkte. lieh fernen Punktes kann man also 

die beiden entgegengesetzten Richtungen 

^*ß^' ^- der Verlängerungen einer Strecke als 

. c Ti n zusammenhängend und die gerade 

^ !k =i— ? Punktreihe als eine (im Unendlichen) 

geschlossene Linie auffassen. 

Erkl. 80. Das Aufwerfen der Frage nach Figur 4. 
der Zahl der unendlich fernen Punkte einer 

gerade Punktreihe veranlasst auch in der pro- C A B CT 

jektivischen Geometrie dieselben Erörterungen, '*-^- > 

wie über das Parallelenaxiom in der Euklidischen. 

Ja man kann eine projektive Geometrie durch- « «r-i-ix ^ . •. 

führen, indem man z.B. das Aeussere der er- 3. Wählt man auf einer geraden 

reichbaren Grensen einer Zeichnung als unzu- Punktreihe einen einzelnen Punkt^ 

gänglich (unendlich fem) ansieht, so dass dann go nennt man die beiden von da in ent- 

der Geraden beliebig viele unendlich ferne „^«.^„--^a^i.^^^ T>i.,k*«««.^« ^..^^^u^^a^^ 

Punkte zuerkannt werden. Aber der frühere gegengeseteten Richtungen ausgehenden 

Grundsatz (Erkl. 23 und 26) , dass die Gerade ptücke WOhl aUCh Halbstrahlen; es 

durch zwei Punkte bestimmt sein soU, bleibt ist also durch den Punkt die Punktreihe 

am vollkommensten aufrecht erhalten, wenn nieht in zwei getrennte Stücke geteilt, 

man der Geraden nur einen einzigen unendlich . ,. Kp:^proMtÄ cIp*« Piinlrt^Q ir^ 

fernen Punkt zuschreibt. Sonst müssten la zwei ,^**®^ üie oeioerseiis Oes l'UnKtes ge- 

Gerade verschieden sein können, wenn sie zwei legenen Funkte der Punktreihe smd 

(unendlich ferne) Punkte gemeinsam hätten. nicht völlig getrennt. Denn man 

kann von der einen Seite dieses Punktes 
Figur oa. ^^^j^ ^^j. g^ndem Seite gelangen, ohne 

den vorigen festen Punkt zu über- 

"^ — • u — 5 schreiten, indem man nämlich nach der 

einen Richtung ins Unendliche geht und 
Figur 6 b. von diesem unendlich fernen Punkte auf 

der andern Seite der Geraden wieder' 

. ' » — : — aus dem Unendlichen zu dem gegebenen 

Punkte hinwandert. 

Erkl« 81. Durch eine Gruppe zweier ge- 4. Sollen zwei Punkte einer Punkt- 
gebenen Punkte A und B einer Punktreihe reihe vollständig von einander getrennt 
I Ordnung (Figur 6), überhaupt einer ge- werden, SO muss man sowohl den inneren 

schlossenen Linie, ist noch nicht festgesetzt, , , '„ «oo *"«" cryirvux «^u lu^^iüti 
in welcher Richtung die Punktreihe durchlaufen ^Is den äusseren Verbmdungsweg durch 
werden soll. Yiehcehr muss ein dritter Punkt je einen Trennungspunkt absperren, d. h. 
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{C anf dem inneren oder D auf dem äusseren 
Verbindungsweg) hinzugenommen werden, um 
anzugeben, ob man die Punktreihe durchlaufen 
soll auf dem Wege von A innen nach C und 
B und dann aussen durch das Unendliche wieder 
nach A zurück, oder von A erst nach aussen 
ins Unendliche und von da anderseits zurück 
nach B und weiter innen zurück nach A, Nur 
durch drei Punkte ist also die Durch- 
laufungsrichtung einer Punktreihe 
festgelegt. 



£rkl. 82« Es entspricht der Auffassunfs- 
weise der vorigen Erkl. 31, dass man eine all- 
, gemeine Punktreihe auch ansieht als die Ge- 
samtheit der Lagen, welche ein bewegter 
Punkt bei seiner Bewegung durchläuft, oder 
auch als die von den aufeinanderfolgenden Lagen 
des veränderlichen Punktes erzeugte Kurve. Für 
ein Fortschreiten innerhalb dieser Punktreihe 
hat man dann nur die Wahl zwischen den zwei 
entgegengesetzten Fortschreitusgsrichtungen. 
In jeder einzelnen derselben werden sämt- 
liche in der Punktreihe enthaltenen Punkte 
durchlaufen: die Punktreihe enthält eine ein- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten. 



man braucht einen inneren und einen 
äusseren Trennungspunkt. Wählt man 
daher auf einer Geraden vier beliebige 
Punkte, so bilden diese nur zwei Paare 
völlig getrennte Punkte: der (in 
fortlairfender Reihenfolge) erste und der 
dritte Punkt sind vollständig getrennt 
(innen) durch den zweiten und (aussen 
durch den) vierten ; der zweite ist vom 
vierten vollständig getrennt durch den 
dritten und ersten Punkt. 

6. Die Gesamtzahl der einer Punkt- 
reihe (I. oder höherer Ordnung) ange- 
höidgen Punkte nennt man einfach un- 
endlich oder unendlich I. Ordnung; oder 
man sagt, eine Punktreihe enthalte eine 
einfach unendliche Mannigfaltigkeit von 
Punkten, oder sie besitze eine einzige 
Ausdehnung, sie sei ein eindimensionales 
Punktgebilde, oder die gerade Punktreihe 
sei ein Grundgebilde erster Stufe. 



Erkl. 88. Wenn man die unendliche Mannig- 
faltigkeit I. Ordnung definiert als die Anzahl 
der Punkte einer Punktreihe, so wird man jede 
andere Mannigfaltigkeit ebenfalls als einfach 
unendlich von defseiben I. Ordnung bezeichnen« 
wenn sie ebensoviele Elemente enthält, als die 
Punktreihe Punkte enthält, oder wenn sie 
von derselben Mächtigkeit ist, wie eine 
Punktreihe. In der That ist die projek- 
tivische Geometrie in der Lage, jede andere 
Mannigfaltigkeit anf diejenige einer Punktreihe 
zurttckzufü&en, so dass diese einmalige Defini- 
tion für alle andern Beispiele ausreicht. 



Frage 16. Was ist ein Strahlen- 
büschel? 

Figur 7. 




,,Strahlenbüschel I. Klasse und Punktreihe I. Ordnung.'' 



Antwort. 1. EinStrahlenbttschel 
ist die Gesamtheit der eine Kurve ein- 
hüllenden Tangenten, diese Gnaden 
dieElemente des Srahlen- 
bü seh eis. Hat man statt 
dieser Kurve bloss einen 
Punkt in einer Ebene, so 
entsteht die Gesamtheit der 
durch den Punkt gehenden 
Strahlen: dieselbe heisst 
Strahlenbüschel IKlasse 
und gilt als Grundgebilde; 
der Punkt selbst heisst der 
Träger oder der Stützpunkt 
oder der Scheitel des 
Strahlenbüschels: All- 
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Srkl. 84. Das Wort „Büscbel"' ist Ver- 
kleinemngswort (Deminutiv) von Bnscb, hat also 
wohl in dem gewöhnlichen Sprachgebranch säch- 
liches Geschlecht (das Büschel). Doch wird in 
der Geometrie das Wort nStrahlenbttschel" meist 
als Mascnlinum behandelt (nacb dem Vorgänge 
von Steiner und v. Standt selbst). Jedoch macht 
sich der Unterschied nicht allmsehr fühlbar, da 
ja beim bestimmten Artikel nnr im Nominativ 
(der, das) und Aecosativ (den, das), beim un- 
bestimmten Artikel überhaupt nur im Aecusativ 
(einen, ein) ein Unterschied der Geschlechter 
erkennbar wird. 

Srkl« 85« Wenn von einem Strahlenbüschel 
ohne Zusatz einer Klassenxiffer gesprochen wird, 
80 ist in der Regel (wo nämlich eine Ver- 
wechslung dem Sinne nach ausgeschlossen er- 
scheint), ein Strahlenbüschel erster Klasse ge- 
meint Für Strahlenbüschel von höherer als 
erster Klasse wird auch schlechthin der Name 
der von allen Strahlen eingehüllten Kurve ge- 
braucht: dieselbe wird aber nicht mehr als 
Grrundgebilde angesehen. Man unterscheidet 
Strahlenbüschel erster, sweiter, dritter, allge- 
mein n-ter Klasse; aber nicht jeder beliebige 
Punkt ermöglicht auch wirklich n Tangenten 
an die Kurve, sondern es gibt stets Punkte, 
welche gar keine, oder nur eine oder zwei bis 
n Tangenten liefern: je nachdem der Punkt 
innerhalb der Kurve oder auf der Kurve 
oder ausserhalb der Kurve liegt. DieKlassen- 
zahl der Kurve ist die Höchstsahl der von 
irgend einem Punkte an die Kurve möglichen 
Tangenten. — Beim Strahlenbüschel erster Klasse 
wird der Scheitel von allen durch ihn gehenden 
Strahlen eingehüllt, und es geht thatsächlich 
von jedem Punkte der Ebene eine einzige 
Gerade durch den Scheitel des Büschels. 

ErkL 86. Während in der Zeichnung mit 
einer Geraden auch alle in derselben enthaltenen 
Punkte gezeichnet vorliegen, so hat man mit 
der Figur eines Punktes nicht auch alle durch 
ihn genenden (Geraden. Beim Strahlenbüschel 
unterscheidet also auch die Zeichnung zwischen 
dem Punkte als Einheit oder als Element 
und dem durch ihn bestimmten Strahlen- 
bttschel als Vielheit oder als Grundgebilde. 
Es bildet aber in vielen Fällen eine bedeutende 
Erleichterung, wenn man sich daran gewöhnt, 
mit der Festsetzung eines Punktes auch die 
Vorstellung aller durch denselben gehenden 
Strahlen wachzurufen. 

ErkL 87. Bei der Punktreihe I. Ordnung 
reicht der Träger bis ins Unendliche, und 
eines der Elemente liegt im Unendlichen, 
alle anderen im Endlichen; bei dem Strahlen- 
büschel L Klasse liegt allgemein der Träger, 
nämlich der Scheitelpunkt ganz im End- 
lichen, dagegen reicht jedes der Elemente 
bis ins Unendliche. Da aber keines der Ele- 
mente ganz im Unendlichen liegt, so fällt bei 



Figur 8. 




„Strahlenbttschel II. Klasse.'' 

gemein gibt die Klasse eines Strahlen- 
büschels an, welche Strahlen ein belie- 
biger Strahlenbüschel höchstens mit 
einem Strahlenbfischel T. Klasse gemein- 
sam haben kann, also mit andern Worten, 
wie viele Tangenten höchstens an die 
Knrve von einem gegebenen Punkte aus 
gehen können, oder wie viele von den 
Tangenten der Kurve sich je in einem 
und demselben Punkte schneiden können. 

2. Wählt man in einem Strahlen- 
bfischel einen einzelnen Strahl, so kann 
man von diesem aus in zwei entgegen- 
gesetzten Umlaufsrichtungen den ganzen 
Strahlenbfischel durchlaufen. Beim 
Strahlenbfischel I. Klasse hat man be- 
sonders darauf zu achten, dass von jeder 
Geraden durch den Scheitel die beiden 
entgegengesetzten Halbstrahlen als ein 
Ganzes, als ein Strahl zu betrachten 
sind. Bei der Umdrehung überstreicht 
also der eine Halbstrahl die eine, der 
andere Halbstrahl die andere Jlalbebene. 
Und man hat den ganzen Strahlen- 
bfischel bereits vollständig durchlaufen, 
wenn man so weit gedreht hat, dass 
der eine Halbstrahl mit dem entgegen- 
gesetzten Halbstrahl derselben Geraden 
zusammenfallt. Die beiderseitigen Nach- 
barstrahlen des ursprünglich gewählten 
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der Besprechung des Strahlenbüßchels die Not- Strahles sind also nicht vollständig darch 
wendigkeit ganz weg, unendlich ferne Elemente ^jesen getrennt, denn man kann von den 

zu behandeln, wie solches bei der Punktreihe "-^^7 e«"*.^""»'? "^"" "^"'" "rr_^,v" ^^" 

der Fall war. Strahlen einerseits zu den Strahlen an- 

dererseits gelangen, ohne den gegebenen 
Erkl. 88. Durch die Benützung des Be- Strahl ZU Überschreiten, indem man die 
griffes Winkel wird in der projektivischen Umdrehung in der entgegengeseteten 

Geometrie ebensowenig eine Massgrösse einge- t>- i-x t t. tj, 6^6^"a^^^^«'"y 

führt, als durch den Begriff Strecke Bezeichnet Richtung durchmacht und den einerseits 
doch hier beides -- abweichend von dem Begriffe benachbarten Halbstrahl auf den ent- 

beider Wörter in der Massgeometrie — nicht gegengesetzten Halbstrahl des anderer- 
eine bestimmte Masszahl ^ seits benachbarten überführt. 
Schiebung oder Drehung), sondern eine unbe- 
stimmte Gesamtheit von Punkten zwischen zwei 3. \v'ählt man in einem Strahlenbüschel 
gegebenen Punkten oder von Strahlen zwischen x iri^««^ „^^1 KaK^k;-^« xr<.iK«^«^i.i/^«> 
zwei gegebenen Strahlen. Deswegen kann man ^' ^^^^e zwei beliebige Halbstrahlen, 

doch auch beim Strahlenbttschel die Strahlen SO nennt man die Gresamtheit der bei 

zwischen den Grenzstrahlen als innere, die diesem Umlauf VOm einen ZUm andern 

übrigen als äussere bezeichnen Und man Halbstrahl überstrichenen Halbstrahlen 

sogar einen zweiten Wmkel (c 5) Fig. 9, dessen „^v, ^„^, ^i^^^ \ü;«i^^i a^^ \ui^^^^^ 
Grenzstrahlen c& zwei innere Strahlen des ersten Y^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^t^h den Winkel 

Winkels (a d) sind, als einen kleineren Winkel, der entgegengesetzten Halbstrahlen des- 

jenen ersten als einen grösseren Winkel be- sen Scheitelwinkel, den Winkel zwi- 

zeichnen, ohne damit Massverhältnisse zu be- g^hen dem einen Halbstrahl und dem 

nutzen, denn jeder der beiden Winkel enthält ^«+«.^«.^«^^«^i.„x^« Uoiv.«+^«i»i ^«« •«^^,»« 

noch uiendlich viele Strahlen. entgegengesetzten Halbstrahl des andern 

einen Aussenwmkel oder Neben- 
Figur 9. Winkel des ersten Winkels, den In- 

begriff zweier zusammengehörigen Schei- 
telwinkel einen „vollkommenen ebe- 
nen Winkel". 

4. Sollen zwei Strahlen eines belie- 
bigen Strahlenbüschels vollständig von 
einander getrennt werden, so muss man 
sowohl in der einen als in der andern 
Umlauferichtung einen Trennungsstrahl 
wählen. Wählt man daher in einem 
Strahlenbüschel vier beliebige Strah- 
len, so bilden diese nur zwei Paar ge- 
trennte Strahlen : der vollkommene Win- 
kel (Winkel plus Scheitelwinkel) des in 
Erkl. 89. Wenn zwischen zwei gegebenen fortlaufender Umlaufsfolge ersten und 

ersten Halbstrahlen ein dritter liegt, so Uegt dntten Strahles ist vollständig getrennt 
stets auch der entgegengesetzte Halbstrahl dieses (innen) durch den zweiten und (aussen 
dritten zwischen den entgegengesetzten Halb- dm-ch den) vierten: der Winkel des 
strahlen der beiden ersten. Daher ist auch „^^£4.^^ „«j ^rSr^^^J 04^»i«i^« ;«♦ ^^11 
beim Strahlenbüschel durch eine Gruppe zweier zweiten und Vierten Strahles ist voll- 

gegebener Strahlen a und h noch nicht fest- Ständig getrennt durch den dritten und 

gesetzt, in welcher Umlaufsrichtung der Strahlen- ersten Strahl, 
büschel durchlaufen werden soll. Vielmehr muss 

ein dritter Strahl (c im Innenwinkel oder d im 5.. Die Gesamtzahl der einem Strahlen- 

Aussenwink^) hinzagenommen werden, um an- bttscbel (I. oder höherer Elasse) ange- 

^^rotZ'f.1!' I^u'^^^^^^^ hörigen Strahlen ist einfach unendlich: 

aurcnlauien soll in der Drehungsnchtung von , ox vi vz i. 1 xi-»ix • • i» i. 
einem Halbstrahl a (innen) über e nachl und "®^ ötrahleubÜSChel enthält eine emiach 

weiter über d bis zum entgegengesetzten Halb- unendliche Mannigfaltigkeit von Strahlen, 
strahl von a, oder von a (aussen) über d nach er besitzt eine einzige Ausdehnung, er 
dem entgegengesetzten Halbstrahl von d und igj. ^^ eindimensionales StrahlengebUde, 

weiter bis zum entgegengesetzten Halbstrahl , ^*" ^*i*^*"i^i*öxvLi«itö K^u*«i4^ugüMx*x*o, 
von a. Im ersten Falle geht gleichzeitig auch ^^^^ *^l' Strahlenbüschel L Klasse ist 
der entgegengesetzte Halbstrahl von a eben- ein Grundgebilde erster Stufe. 
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falls über e und h nnd d wieder sam a und 
im sweiten Falle auch der entsegengesetste 
Halbstrahl von a ebenfalls über d nnd b 
nnd c wieder znm a. Nnr dnrcb drei 
Strahlen ist also die Dnrehlanfnngs- 
riehtnng eines Strahlenbüschels fest- 
gelegt. 

ErJd* 40. Man kann auch den allgemeinen 
Strahlenbüschel anf&ssen als die Gesamtheit der 
Lajgen, welche ein beliebig bewegter Strahl 
bei seiner Bewegung durchläuft, oder auch als die 
▼on den aufeinanderfolgenden Lagen des verän- 
derlichen Strahles eingehüllte Kurve. Durch Fort- 
schreiten in jeder der beiden Umlaufsrichtungen 
werden sämtliche im Strahlenbüschel enthaltenen 
Stiahlen durchlaufen: der Strahlenbüschel ent- 
hält eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Strahlen. — Es wird sich später auf sehr 
einfache Weise erkennen lassen, dass der Strahlen- 
büschel von derselben Mächtigkeit ist, wie 
die Punktreihe. 



Frage 17, Was 

büschel? 



ist ein Ebenen- 



ErkL 41« Man unterscheidet auch Ebenen- 
büsehel von höherer als I. Klasse und versteht 
darunter die Gesamtheit der einen Kegelmantel 
(Cylindermantel) einhüllenden Tangentenebenen, 
das ist also ebenfalls die Gesamtheit der Lagen, 
welche von einer Ebene bei einer Bewegung 
durchlaufen werden; die Bewegung ist aber 
eine solche, dass nicht eine Gerade, sondern nur 
ein Punkt bei derselben dauernd festgehalten 
wird. Die Klassenziffer des Ebenenbüschels 
wird dann durch die höchstmögliche Anzahl der 
Tangentenebenen angegeben, welche an diesen 
Kegelmantel durch eine seinen Scheitel treffende 
Gerade als Achse gelegt werden kann, oder die 
Anzahl der Ebenen, welche dieser Ebenenbüschel 
höherer Klasse mit einem Ebenenbüschel I. Klasse 
höchstens gemeinsam haben kann. 



Antwort. Ein Ebenenbttschel 
I. Klasse ist die Gesamtheit aller durch 
eine und dieselbe Gerade gehenden 
Ebenen. Diese Gerade heisst die Achse 
des EbenenbüschelS) die einzelnen Ebenen 
seine Elemente. Jede Ebene ist beider- 
seits der Achse unbegrenzt ausgedehnt, 
so dass in Bezug auf das Durchlaufen 
des Ebenenbüschels, sowie in Bezug auf 
die Trennung zweier Ebenen a und ß 
desselben durch eine bezw. durch zwei 
andere Ebenen y und d in Figur 10 
genau die gleichen Ueberlegungen Gel- 
tung behalten, welche in voriger Antwort 
auf Frage 16 angestellt wurden über das 



Figur 10. 




.Ebenenbüschel I. Klasse." 
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Durchlaufen eines Strahlenbüschels, so- 
Erkl. 42. Die Gesamtheit der Seitenlinien wie in Bezug auf die Trennung zweier 

oder Kanten eines Kegelmantels bildet einen Strahlen a und h des Strahlenbüschels 

lil^^JiUA^^^ durch einen bezw. durch zwei andere 

ebeniaJls die Gesamtheit der Lagen, welche von o^ i_i j i -rw lu -li. u 

einer Geraden bei einer räumlichen Bewegung strahlen c und d. Dasselbe gut aucü 
von der Art durchlaufen werden, dass ein und Über die Flächenwinkel (Scheitel- 

derselbe Punkt festgehalten wird. Der von winkel und Aussenwinkel) zweier Ebenen 
sämtlichen Seitenlinien eingeschlossene Raum ^^ Ebenenbüschels und Über die einfach 

wird auch ein körperlicher Winkelraum ji. » i ^, j - ^u 

genannt. unendliche Anzahl der einem Ebenen- 

büschel angehörigen Elemente. 



Frage 18. Was ist ein ebenes 

System? Antwort. 1. Unter einem ebenen 

System versteht man die Gesamtheit 
der in einer Ebene liegenden Punkte 

ErkL 48. Auch das ebene System kann man und Geraden. Diese Punkte und G^ 

als einfachsten Spezialfall des allgemeinen Be- raden sind die Elemente, die Ebene 

f^fi;fin^^,^L?„^?i?k^ selbst der Träger des Grundgebüdes. 

dann im allgemeinen Falle auch bei emer Fläche x^. t-h. j.i.mij. ^ _^ i ol ui « 

einerseits die Ordnungszahl, nämlich die Die Ebene enthält also SO Viele StraWen- 

HOchstzahl yon Punkten, in denen sie von büschel I. Elasse, als sie Punkte ent- 

einer Geraden getroffen werden kann, und hält, und SO viele Punktreihen L Ord- 

andererseits die Klassenzahl, nämlich die ^^^^ ^jg gj^ Gerade enthält 

Höchstzahl ihrer Tangentenebenen, welche ""*"©' °'^° °*^ v^^xaui^ «uuu»^u. 

durch eine gegebene Gerade gehen kön- 2. Um Sämtliche Punkte der Ebene 

neu. IndieserAuffassungsweise ist das ebene zu überstreichen, kann man ein einziges 

L^.'o?tn^^*^«'^^^'^««^^^^^ il^rer Strahlenbüschel durchlaufen und 

nung und Ton I. Klasse. Denn eine beliebige „ ^ • a • i • cu. vi^^ 

Gerade , die nicht vollständig, also mit ihren ^^^ »^^ jedem emzemen seiner Strahlen 

sämtlichen Punkten in der Ebene liegt , kann enthaltenen Punkte zusammenfassen. Da 

die Ebene nur in einem einzigen Punkte treffen dies einfach unendlich viele Strahlen und 

p 8«^iö »^°»li«J» eine Gerade mehr als einen auf jedem derselben einfach unendUch 

Punkt mit der Ebene gemeinsam hat, muss sie ,\ •'X^ , ' ^^**'\*^2^" '^'^ "^ *• 

ja ganz darin üegen. Andererseits ist die ^^^^ Punkte ergibt, SO sagt man, 016 

Ebene selbst ihre eigene und einzige Tangenten- Ebene enthalte doppelt unendlich viele 

ebene und geht als solche durch jede in ihr Punkte oder eine doppelt unendliche 

liegende Gerade. Mannigfaltigkeit von Punkten, sie be- 
sitze Punkte nach zweifacher Ausdeh- 

Erkl.44. Man kann eine Fläche auffassen T?^' '!? ^^^^ 'f'^'' •^''Pf" Tt 

als Punktgebüde oder als Gebüde der Tangenten- liehen oder zweidimensionalen PunK^ 

ebenen, in besonderen Fällen auch als Gebilde raum: ein Grundgebilde zweiter 

der in ihr enthaltenen Geraden. Für die Ebene Stufe. 

erfahren alle drei Auffassungen Anwendung: « tt m ü» t. /> j j ttiu^«« 

sie hat zweifach unendlich viele (oos) Punkte, 3. Um Sämtliche Geraden der Jl-Deiie 

zweifach unendlich viele ( oo^) Geraden und eine ZU Übersehen , kann man eine einzige 

einzige Tangentenebene. Dagegen hat eine der ihrer Punktreihen I. Ordnung durch- 

lw«^/^iw^^^^^^ lind alle Strahlen der durch 

zwar ebenfalls oo« Punkte, enthält aber nur ., . , ,. -n^ % j. i.j^« 

oDi Gerade und hat nur ooi Tangentenebenen. J^den einzelnen dieser Punkte gehenaen 

Dasselbe gilt von überhaupt allen Flächen, Strahlenbüschel zusammenfassen. Da 

welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt dies einfach unendlich viele Punkte und 

rB^n'She/scLrbfnflÄÄÄ durchjeden Selben einfach unend- 

u. s. w. Dagegen andere Flächen , wie die ^^^ Viele Strahlen ergibt, SO sagt man, 

Kngelfläche, Eifläc^e u. s. w. haben zwar auch die Ebene enthalte doppelt unendlich 

00 2 Punkte , haben aber auch oo« Tangenten- viele Strahlen oder eine doppelt uuend- 

ebenen, und enthalten gar keine geraden Linien, ^^^^i^ Mannigfaltigkeit von Geraden, sie 

besitze gerade Linien nach zweifacher 
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ErkK 4&» Eine gerade Linie ist bestimmt 
durch zwei Punkte. Wenn davon einer ins 
Unendliche verlegt wird, so ist damit die Rich- 
tung der Geraden bestimmt: die verlangte 
Gerade ist also dann dieser Richtung parallel 
zu ziehen , d. h. sie ist die durch den zweiten 
Bestimmungspunkt gezogene Parallele zu 
der ersten Geraden (Pfeil), welche die Richtung 
nach jenem unendlich fernen Punkte angibt. 
Es ist also ganz dasselbe, ob man sagt: „eine 
Gerade sei mit einer andern parallel^ oder 
„die zwei Geraden haben gleiche Richtung*' 
oder „die zwei Geraden gehen durch denselben 
unendlich fernen Punkt.** 

Figur 11. 




„Parallelstrahlenbüschel.** 

Erkl. 46. Werden alle zwei Bestimmungs- 
punkte einer Geraden ins Unendliche verlegt, 
80 müsste die Gerade beiden Pfeilen paraUel 
sein. Dies ist aber für jede im Endlichen 
liegende Gerade unmöglich, die verlangte Ge- 
rade muss selbst unendlich fem sein. Dass sie mit 
der unendlich fernen Geraden zusammenfallen 
muss, folgt ausserdem daraus, dass sie mit dieser 
zwei, und folglich alle Punkte gemeinsam 
haben muss, denn eine Gerade, die mit einer 
andern Geraden zwei Punkte gemeinsam hat, 
muss mit dieser zusammenfallen. — Das Parallel- 
sein der unendlich fernen Geraden mit jeder 
im Endlichen liegenden Geraden kann man sich 
dadurch einigermassen verständlich machen, dass 
man dieselbe unendlich ferne Gerade jedes- 
mal erhält, wenn man eine beliebige Gerade 
aus dem Endliehen sich selbst parallel unbegrenzt 
weit fortschiebt. 

Erkl. 47. Euklidische sowohl als projekti- 
vische Geometrie betrachten es als selbstver- 
ständlich, dass in einer Figur die Konstruktion 
einer durch zwei (im Endlichen gegebene) 
Punkte gehenden Geraden keinerlei Vorbereitung 
brauche ; sowie aber der eine Bestimmungspunkt 
unendlich fem wird, erhält diese Aufgabe in 
der Euklidischen Geometrie eine ganz andere 
Bedeutung — nicht so in der projektivischen 
Geometrie. Da der unendlich ferne Punkt einer 
Geraden in gleicher Reihe eingestellt wurde 



Ausdehnung, sie bilde einen doppelt 
unendlichen oder zweidimensionalen 
Strahlenraum : ein Grundgebilde 
zweiter Stufe. 

4. Die Ebene ist nach allen ihren 
Seiten unendlich ausgedehnt: der im 
obigen (2) gewählte Strahlenbüschel hat 
auf jedem seiner Strahlen einen un- 
endlich fern liegenden Punkt Folglich 
hat auch die Ebene so viele unend- 
lich fem liegende Punkte, als der 
Strahlenbttschel Strahlen hat, nämlich 
einfach unendlich viele; oder die 
Mannigfaltigkeit der unendlich fernen 
Punkte der Ebene ist von derselben 
Mächtigkeit, als die Mannigfaltigkeit 
der Strahlen eines Büschels und folg- 
lich auch von derselben Mächtigkeit, als 
die Mannigfaltigkeit der Punkte einer 
Punktreihe (von I. oder von höherer 
Ordnung). Da aber nach Antwort 16 
auf jeder Geraden der Ebene nur ein 
einziger dieser unendlich fernen Punkte 
liegt, während nur krumme Linien in 
mehreren Punkten von einer Geraden ge- 
troffen werden, so fasst man die Ge- 
samtheit der unendlich fernen Punkte 
der Ebene auf als eine Punktreihe 
L Ordnung: man sagt, jede Ebene be- 
sitze eine unendlich ferne Gerade und 
man spricht von „der unendlich fer- 
nen Geraden einer Ebene." 

6. Die unendlich ferne Gerade einer 
Ebene bildet eine Punktreihe I. Ordnung, 
deren sämtliche Punkte im Unend- 
lichen liegen, während von jeder andern 
Punktreihe I. Ordnung nur ein einziger 
Punkt im Unendlichen liegt. Wählt 
man einen der Punkte dieser unendlich 
fernen Punktreihe als Scheitel eines 
Strahlenbüschels, so müssen sämt- 
liche Strahlen dieses Büschels einander 
erst im Unendlichen schneiden, d. h. sie 
müssen parallel sein. Man nennt den 
Büschel einen Parallelstrahlen- 
büschel Alle mit einem einzigen 
Strahle parallelen Geraden der Ebene 
bilden einen solchen Parallelstrahlen- 
büschel und zeigen nach einem und 
demselben unendlich fernen Punkte. 
Daher werden unendlich ferne 
Punkte auch in der Figur meistens 
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wie die Übrigen, so bleibt auch dessen Ver- nur durch einen Pfeil, d. h. durch die 
bindniig mit einem andern gieidiwertig mit der Richtung einer Geraden angege- 

Ädei. "^'^ * '^ *" ben. Uebir Trennung zweier Stählen 

des Parallelstrahlenbfischels dnrcli einen 
bezw. zwei andere gilt dasselbe, wie in 
Antwort 16 und Erkl. 39. 



Frage 19. Was ist ein Strahlen- a«,^^ «<*. i t]%- o* ui v« ^ » 
bündel? Antwort. 1. Em Strahlenbündel 

oder ein Ebenenbündel ist die Ge- 
samtheit aller Strahlen nnd aller Ebenen, 
die durch einen Punkt im Baume hin- 
durchgehen können. Dieser Pnnkt ist 

Erkl. 48. Der Name „Bündel", welcher der Träger oder der Scheitel, die 

S:hn?n"ÄÄhef,'tt%'etb'7duJ^^ ftraWen und Ebenen «nd^^e Elemente 
V. standt. (Georg Karl Christian v. Staudt, geb. «6» Grundgebildes. Der StraMenbündel 
1798, Ton 1835 an Professor an der UniTerat&t enthält also SO viele Strahlenbüschel, als 

Erlangen, «est. daselbst 1867). Ueber Herieitnng er Ebenen enthält, und SO viele Ebenen- 
^n™ wÄfllvlf Ü^VS}*«!**''^'"' '^* b«schel, als er Strahlen enthält. 

vom Wort i>u8coel : vergl. ii.rkl. o4. ^-r^ .,^. «, - ^ 

2. Um alle Strahlen des Strahlen- 
bündels zu durchlaufen, kann man von 
1:111 ^A T. c. 1.1 u« 1 1 xi.«ix o einem einzigen, beliebigen Ebenenbüschel 

Erkl. 49. Der Strahlenbündel enthält od2 ,^^ Qf^«i,i^TLi>««j^i« «„««.^i.^^ z^ z^a^^ 

Strahlen, od« Ebenen, also auch od2 Ebenen- ^f^ Strahlenbündels ausgehen , in jeder 
büschel nnd 00« Strahlenbüschel ; er enthält auch Ebene desselben den Strahlenbüschel 

in unbegrenzter Anzahl Eegelmantelflächen und nehmen , dessen Scheitel zugleich der 

Bbenenbü»(Ael höherer Klasse. Wollte ma^ Scheitel des Strahlenbündels ist, und 

Ebenen aUer durch leden der oo« Strahlen ge- j« «M^i-ii^i,«« 04^^\.^r.^ ^m Az^r.^^ 

henden Ebenenbüschel einzeln nachzählen, so ^^ Sämtlichen Strahlen aller dieser 

käme man auf oqb Ebenen; ebenso auf oo» otrahlenbuschel zusammenfassen. Da 

strahlen, wenn man die Strahlen aller in jeder der Ebenenbüschel einfach unendlich 

der 00« Ebenen liegenden Strahlenbüschel ein- yiele Ebenen besitzt, und in jedfer Ebene 

zeln abzählen wollte. Aber von diesen od« •,, qx^«i,i^«v««^i,^i ' «j. ^:«i«^u ^a 

Ebenen faUen je odi in eine einzige zusammen, f}\ Strahlenbüschel mit einfach unend- 
da die erzeugenden Strahlen einen Strahlenbüschel lich Vielen btrahlen ZU nehmen war, SO 
bilden, und von den od« Strahlen fallen je od^ sagt man, der Strahlenbündel ent- 
in einen einzigen zusammen, da die erzeug^^^^ halte doppelt unendUch viele Strahlen 
Ebenen einen Ebenenbüschel bilden: die Namen . j^^ «;«1 a^^^^^m^ «««^;ji:..v»rv -üt«««;«. 
strahlenbündel und Ebenenbündel sind ?^5 ,^^^^ doppelt unendüche Mannig- 

also vollständig gleichwertig. faltigkeit von Geraden, er besitze Strah- 

len nach zweifacher Ausdehnung oder 
bilde einen doppelt unendlichen oder 
Erkl. 60. Der Strahlenbündel enthält zweidimensionalen Strahlenraum: ein 

ebensoviele strahlen, nämlich doppelt unendlich (jrundgebllde zweiter Stufe, 
viele, wie das ebene System: die ersteren 3. Um alle Ebenen des Strahlen- 

i?!*"!« *l^^«"•'i!L/^K! J'''"}^^ bündeis zu durchlaufen, kann man von 

hegen alle m einer Ebene. Umgekehrt besitzt . . . 1. 1. . • ox 1.1 i.« i.^t 

der strahlenbündel einen einzigen Punkt und ^^^^^ einzigen beheblgen Strahlenbüschel 

doppelt unendlich viele Ebenen, das ebene Sy- des Ebenenbündels ausgehen und durch 
stem eine einzige Ebene und doppelt unendlich jeden von dessen Strahlen als Achse den 

ÄeJ^JJ^n S SnfS&V^" gt fugehörigen Ebenenbüschel hindurdi- 

nannten Flächen IL Klasse als ümhüilungs- l^g^n. Da der Strahlenbüschel einfach 

gebilde ihrer Tangentenebenen. Dabei bleibt unendlich viele Strahlen als Achsen und 

aber die Mannigfaltigkeit von oo« Geraden nicht jeder Ebenenbüschel einfach unendlich 

erhalten. Denn wie sich später zeigen wird, y^^i^ Ebenen besitzt, SO sagt man, der 

lassen m unserer Raumanschauung Punkte und c>j. t_ 1 i. - j 1 xi ix °j il «« 
Ebenen einen gleichwertigen Aufbau zu, Gerade Strahlenbündel enthalte doppelt un- 

dagegen nehmen eine abweichende Stellung ein. endlich viele Ebenen U. S. W., wie oben 
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Frage 20. Was versteht man unter " 

dem r&umlichen System? ._. ^ , rr * ^ 

^ Antwort. 1. unter dem räum- 

lichen System versteht man die 

Erkl. 61. Jedes Grandgebüde ewter Stnfe Gesamtheit aller im unbegrenzten Eaume 

(Paoktreihe, Strahlenbflschel , Ebenenbfiscbel) ^ .v ix r» i i. n^ j j-cn. 

enthält »» seiner Elemente, jedes Grnndgebüde enthaltenen Punkte, Geraden und Ebenen. 

zweiter Stnfe (ebenes System, Strahlen- oder Der Raum selbst gilt als Träger des 

Ebenenbündel) enthält ooi mal soviel Elemente Systems, seine Punkte, Geraden und 

als die Grnndgebüde ewter stnfe tind enthält jj^^ als die Elemente desselben, 

selbst OD« solcher Onindgebilde ; das ränmbehe »„««« a ^..4.1 «li. «v^ a ä t tT 

System als Gmndgebilde dritter Stnfe enthält Ausserdem enthält aber das räumliche 

QD^mal soviel Punkte bezw. Ebenen als die System auch in unendlicher Anzahl 

Grnndgebüde zweiter Stnfe, od« mal soviel Punktreihen, Strahleubfischel , Ebenen- 
- Punkte bezw. Ebenen als die Grnnd^^^^^^ g^^^ ebene Systeme und 

erster Stnfe, es enthält selbst od» Gmndgebilde ^. vi u* ^ 1 -rv • j -n 1 x ji 

zweiter Stnfe, od» Punkte und Ebenen, cd* ge- Strahlenbundel. Denn jeder Punkt des 

rade Linien, aber od« Punktreihen, od« Ebenen- Baumes ist Scheitel eines Strahlen- 
büschel und sogar od* StrahlenbüscheL (Vergl. bündels mit 00* Strahlenbüscheln und 
Au%. 29 der Aufgabensammlung am Schlüsse 00* Ebenenbfischelu; jede Ebene des 
dieses leiies.} Kaumes ist Träger eines ebenen Systems 

Erkl. 52. Eine Ausnahmestellung nehmen mit 00^ Punkten und 00' Strahlen, und 

hier wie in andern Fällen die Geraden des jede Gerade des Raumes ist Träger einer 

^ Raumes gegenüber den Punkten und Ebenen punktreihe und Achse eines Ebeuen- 

em, da von ersteren ooimal soviel vorhanden ,.. ^^ 

sind, als von letzteren. Diese Abweichung ist DUSCüeJS. 

besonders genau untersucht worden von dem 2. Um sämtliche Punkte des räum- 

Geometer Piücker. Derselbe hat (auf anaiy- y j^^^ Systems ZU durchlaufen, kann man 

tischem Wege) das merkwürdige Ergebnis ge- . . •: . «i. 1.1 V« j 1 

fnnden, dass die vierfach unendliche ManiSg- e^» einziges seiner Strahlenbündel aus- 

faltigkeit der Geraden des Raumes keine so Wählen und alle auf jedem einzelnen VOn 

einfache Art von Mannigfaltigkeit büdet, wie dessen Strahlen enthaltenen Punkte zu- 

etwa die Manni^aitigkeit der Punkte einer gammenfassen. Da der Strahlenbündel 

Geraden oder einer Ebene oder des Raumes, 9 oi. vi j • j^ oi. vi 1 m_« 

oder wie die Mannigfaltigkeit der Ebenen eines ^ Strahlen, und jeder Strahl als Träger 

Büschels oder eine» Bündels oder des Raumes, einer Punktreihe noch 00^ Punkte besitzt, 

sondern etwa vergleichbar der Mannigfaltigkeit go sagt man, das räumliche System 

2*1 «?'''' 5 *''5'''^'J^''^!^'\rV>^^^ enthalte dreifach unendlich viele 

Fläche oder der Mannigfaltigkeit der Tan- ^ , . , . ^ «i» 1 ji- r 

gentenebenen eines Kegelmantels (Regel- Punkte oder eme dreifach unendliche 

Üäche) oder einer krummen Fläche. Im Sprach- Mannigfaltigkeit VOn Punkten, dasselbe 

gebrauch der analytischen Geometrie ausgedrückt besitze Punkte nach dreifacher Ausdeh- 

würde man sagen, die vierfach unendliche Mannig- ^^^ gg ^jy^e einen dreifach unendlichen 

faltigkeit der Geraden des Raumes sei keine j^j*j- • 1 -nix 

einfache („keine ebene«), sondern sie sei an- «der dreidimensionalen Punktraum: em 

zusehen als durch die Bedingungen einer qua- Grundgebilde dritter Stufe, 
dratischen Gleichung herausgehoben a^^^ einer 3 Um sämtUche Ebenen des räum- 

(„ebenen") Mannigfaltigkeit von fünffacher Un- ,. v o x «v x • v 1 

endlichkeit liehen Systems zu überstreichen, kann 

man ein einziges seiner ebenen Systeme 

Erkl. 58. Es liegt nahe, nach der Ausfül- auswählen und alle durch jeden einzelnen 

lung der Lücke zu fragen zwischen der zwei- ^^^ ^^^^^ Strahlen gehende Ebenen 

fach unendlichen Mannigfaltigkeit der Geraden ^ t\ a \, o x 

einer Ebene oder eines Bündels und der vier- zusammenfassen. Da das ebene System 

fach unendlichen Mannigfaltigkeit der Geraden 00^ Strahlen besitzt und durch jeden 

des Raumes, also nach einer dreifach unend- derselben (als Achse eines Ebenen- 

lichen Mannigfaltigkeit von Geraden. Ein solches büschels) noch 00 ^ Ebenen hiudurch- 
Gebilde von oo» geraden Linien ist unschwer zu , ^ . , « 1 • v 

erkennen in der Gesamtheit von Geraden, welche gehen, SO sagt man, das räumliche 

eine beliebige Gerade im Räume treffen, indem System enthalte dreifach unend- 

jeder Punkt der Geraden als Scheitel eines lieh viele Ebenen U. S. W., wie oben. 
Bündels betrachtet wird; ebenso auch in der . tt^ «--^xt x. r\ a a tt 

Gesamtheit der Berührungsgeraden an eine be- 4. Um samüiche Geraden des räum- 

liebige Fläehe von höherer als I. Ordnung: denn liehen Systems ZU durchlaufen, kann man 

Sachs, Projektivische (neuere) Geometrie. I. Teil. 2 
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diese enthält od« Punkte, und jeder dieser Punkte entweder ein einziges seiner ebenen Sy- 
t*''°Kl^"Ä'?^*'*''''^T^^''^^^^^^^^^ Sterne auswählen und alle durch jeden 

StraUenbüschelsvonooiBertthnui&pBfferadenanf- . , «««»^««v.*» i^um^»«»^ utu^^u jv^^u 

gefasst werden. (Von einem solSen Gebüde einzelnen von dessen Punkten gehenden 
von 008 Geraden gilt aber erst recht die Be- Strahlen zusammenfassen — oder einen 
merkung , dass es eine Mannigfaltigkeit von einzigen Seiner Ebenenbündel auswählen 
ganz besonderer Art darsteUt.) ^^^ ^^^ jj^ j^^^j, einzelnen von dessen 

Ebenen gelegenen Strahlen zusammen- 

Erkl. 54. Dass man dem Baume eine ein- fassen. Im ersten Falle hat man in der 

zige unendlich ferne Ebene zuschreiben Ebene 00* Punkte und jeden als Scheitel 

SÄf BJS^ÄiÄT'^ 'iZ ?i»«« Strahlenbtodels mit oo« Sj^ahlen, 

Ebene. Man könnte aber auch darauf ver- ^^ zweiten J^alle hat man im Itibenen- 

zichten und nach Erkl. 30 ohne Feststellung bündel 00' Ebenen und jede als Träger 

über die unerreichbaren Elemente absolute Geo- eines ebenen Systems mit od* Strahlen, 
metrie treiben. - Dass auch ganz anders ge- jy^YieT sagt man, das räumliche Sy 
artete Anschauungen m geometrischer Beband- . ?, *«««, ^^«.o * «««jax^ui^ ^J 

lung möglich sind, zeigt z. B. die sogenannte stem enthalte Vierfach unendlich 

Geometrie der reciproken Radien (vergl. Erkl. 807 viele Geraden oder eine vierfach 
in Kleyer- Sachs, Ebene Elementar -Geometrie, unendliche Mannigfaltigkeit von Strah- 
VIII. Teil)^ nach deren Auffwsungsweise zwar ^^^ dasselbe besitze Strahlen nach vier- 

auch jede Gerade einen unendlich fernen Punkt i ' ««o^*« ^«xu«« •ufi.x»jx».u u«v*i t* 
hat, aber einen gememsamen mit allen Geraden lacher Ausdehnung, es bilde einen Vier- 

der Ebene und sogar mit allen Geraden des fach unendlichen oder vierdimensio- 

Raumes, so dass dann jede Ebene als ge- nalen StrahlenrauUL 
schlossene Fl&che erscheint (etwa wie eine un- «. t\ -n • x 1. it 

endlich grosse Kugel) und auch der ganze .^' ^^^ ^^^J^ ^^t nach allen seinen 

Raum nur einen einzigen unendlich fernen Seiten unendlich ausgedehnt: der im 

Punkt hat. obigen (2) ausgewählte Strahlenbändel 

hat auf jedem seiner Strahlen einen 
n^i Kc rt- T?v ' . A u ^ • t> 1 * unendlich fem liegenden Punkt Folg- 

ErU* 65. Eme Ebene ist durch drei Punkte i« v ^^^ ^„^1 ^«^ ^»„w»i:.,i,ä o^cf^m 
bestimmt. Wenn davon einer ins Unendliche ^^^^ }^^} auch das räumliche System 

verlegt wird, so ist damit die Richtung einer SO Viele unendhch fern hegende Punkte, 
Geraden festgelegt, welcher die Ebene par- als der Strahlenbündel Strahlen hat, näm- 
''Pl\ l^i",«?^»' i^^^ ^ }^^ ein Parallel, üch doppelt unendlich viele, oder 

strahlenbtlndel gegeben, welchem die Ebene j,viLr««t»:^A,u:«u«:4. ^^« ««r>«^i:^i, ^'«•«nii 
angehören muss - man kann sagen, eine die Mannigfaltigkeit der unendlich fernen 

Richtung der Ebene ist bestimmt. Die Ebene Punkte des räumlichen Systems ist von 

muss durch den unendlich fernen Scheitel dieses derselben Mächtigkeit als die Mannig- 

Parallelstrahlenbündels gehen, kann aber die faltigkeit der Strahlen eines Bündels 

unendlich ferne Ebene noch in jeder Geraden „„ j Ax1o»i:^i, ««^i. ^r.^ j^^««iu^^ -tjr-sriT^fiff 

desjenigen ihrer Strahlenbüschel treffen, das den ^^ folglich auch von derselben Machtlg- 

Scheitel des Bündels zum Scheitel hat. Die ver- l^^it als die Mannigfaltigkeit der Punkte 

langte Ebene wird gebildet durch die beiden einer Fläche (VOn I. oder höherer Ofd- 

Parallelstrahlen nach jenem unendlich fernen „ung). Da aber nach Antwort 15 auf 

Punkte, welche durch die zwei andern ge- ,-«^ ° r«^««^,.« a^c t>.-;«^^i« « «;« «;« 

gebenen Punkte hindurchgehen. Es ist also J^^er Geraden des Bundeis nur em e n- 

dasselbe, ob man sagt, „eine Gerade und eine Zig er dieser unendlich fernen Punkte 

Ebene seien miteinander parallel**, oder „die liegt, Während nur krumme Flächen in 

Ebene enthalte dieselbe Bichtnng wie die Ge- mehreren Punkten von einer Geraden 

rade", oder „die Ebene und die Gerade gehen „^±^^ff^^ ,„^^^^« „^ ^«««4. «. .« Air. Pa 
durch denselben unendlich fernen Punkt",^oder getroffen werden, SO f asst man die Ge- 
sie gehören demselben Parallelstrahlenbündel samtheit der unendlich fernen Punkte 

oder Parallelebenenbündel an. des Raumes auf als eine Fläche I. Ord- 

nung oder als eine Ebene: man sagt, 
Erkl. 66. Ein solcher Parallel-Strahlenbündel ^f,^ ßaum besitzt eine unendlich ferne 

oder -Ebenenbündei enthält auch unzählige Par- Ebene, und man spncht VOn „der un- 
allelstrahlenbüschel und Cylindermantelflächen, endlich fernen Ebene des ßaumes". 

so>^ieParalIelebenenbÜ8chel von I. und höherer ^ ^ie unendlich ferne Ebene des 
Ordnung bezw. Klasse. Rückt nämlich der -p. i.mj x . » *v-a"« ^^^ 

Scheitel einer Kogelmantelfläche ins Unendliche, ßa^mes bildet em ebenes System, dessen 

eo wird aus der Kegelmantelfläche eine Cylinder- Sämtliclie oo^ Punkte und od * Strahlen. 
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mautelflSche, und dem Parallelstrahlenbttndel 

fehören sowohl alle SeitenÜBieii als auch alle 
'angentenebenen derselben an. Der von derselben 
eingeschlossene „körperliche Winkeliaum** reicht 
nach beiden Seiten bis ins Unendliche nach 
demselben unendlich fernen Scheitelpunkte des 
Parallelbündels. 



ErU. 57« Wenn zwei Bestimmnngspunkte 
einer Ebene ins Unendliche verlegt werden, 
so bestimmen diese beiden unendlich fernen 
Punkte eine Gerade in der unendlich fernen 
Ebene, und die verlangte Ebene muss dem- 
jenigen Parallelebenenbüschel angehören, welcher 
diese unendlich ferne Gerade zur Achse hat — 
mau sagt, die Stellung der Ebene ist bestimmt. 
Es ist also dasselbe, ob man sagt, ^zwei Ebenen 
sind miteinander parallel**, oder „zwei Ebenen 
haben dieselbe Stellung", oder „die beiden 
Ebenen gehen durch dieselbe unendlich ferne 
Gerade oder schneiden einander in einer unend- 
lich fernen Geraden'*, sie gehören demselben 
Parallelebenenbüschel an. 



Erkl« 58» Werden alle drei BestimmungS' 
punkte einer Ebene ins Unendliche verle|;t, 
80 müsste sie mit drei Geraden parallel sein: 
sie muss selbst unendlich fem liegen, da sie 
mit der unendlichfemen Ebene drei Punkte ge- 
meinsam hat. Die unendlich ferne Ebene ist mit 
jeder beliebigen Geraden und Ebene des Baumes 
parallel, denn sie hat mit jeder einen unendlich 
fernen Schnittpunkt besw. Schnittgerade. Zu 
einer beliebigen Geraden enthält die unendlich 
ferne Ebene noch ooi parallele Geraden, näm- 
lich den Büschel unendlich femer Geraden in 
der unendlich fernen Ebene, welcher den un- 
endlich fernen Punkt der ersten Geraden zum 
Scheitel hat. Alle Gheraden der unendlich fernen 
Ebene, welche nicht durch jenen Scheitelpunkt 
hindurchgehen, sind nicht mit der gegebenen 
Geraden parallel. 



BrU» 69. Da Zeichnungen nur als ebene 
Figuren herzustellen sind, so können alle aus 
einer Ebene heraustretenden Haumgebilde nur 
in räumlicher Perspektive dargestellt werden, 
sie könnten naturgetreu nur durch körperliche 
Modelle vorgeführt werden. — Doch soll im 
folgenden im allgemeinen nur projektivische 
Geometrie der Ebene durchgeführt werden, 
lind diese macht nur an wenigen vereinzelten 
Stellen notwendigen Gebrauch von räumlichen 
Vorstellungen. Die räumlichen Betrachtungen 
werden im übrigen nur zur Vervollständigung 
oder Verallgemeinerung ebener Untersuchungen 
nebenher mitgeftthrt werden. 



Punktreihen und Strahlenbtischel im Un- 
endlichen liegen , während von jeder 
andern Ebene nur die oo ^ Punkte ihrer 
einzigen unendlich fernen Geraden im 
UnendUeben liegen. — Wählt man einen 
der Punkte dieser unendlich fernen Ebene 
als Scheitel eines Strahlenbündels, 
so müssen sämtliche Strahlen dieses 
Bündels einander in einem unendlich 
fernen Punkte schneiden, d. h. sie 
müssen parallel sein. Man nennt 
den Bündel einen Parallel strahlen- 
bfindel. Alle die mit einem einzigen 
Strahle parallelen oo* Geraden und oo' 
Ebenen des Baumes bilden einen solchen 
Parallelstrahlenbündel und zeigen nach 
einem und demselben unendlich fernen 
Punkte. — Wählt man eine der Geraden 
der unendlich fernen Ebene des Baumes 
als Achse eines Ebenenbüschels, 
so müssen sämtliche Ebenen dieses 
Büschels einander in dieser unendlich 
fernen Geraden schneiden, d. h. sie 
müssen parallel sein. Man nennt den 
Büschel einen Parallel-Ebenenbü- 
flchel. Alle die mit einer einzigen Ebene 
parallelen od ^ Ebenen bilden einen solchen 
Parallelebenenbüschel und zeigen nach 
einer und derselben unendlich fernen 
Geraden. 
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3. lieber des „Beziehen'^ der ßrundgebilde eufeinender durch Prejektien, eder die 

prejektiviscbe Verwendtsoheft. 

Frage 21. Was nennt man „zwei 
Grundgebilde aufeinander beziehen.^ 



Erkl. 60. In der höhereu Mathematik, wo 
das Beziehen von Ranmgebilden (erster, zweiter 
nnd dritter Stufe) aufeinander vielfach vor- 
kommt, nennt man auch das eine Gebilde eine 
„Abbildung*' des andern, oder das eine Gebilde 
„auf das andere abgebildet.** Und das vor- 
liegende Lehrbuch behandelt die Abbildung der 
Raumgebilde aufeinander nach dem Gesetze der 
Projektion. 



Erkl« 60 a« Aus der Definition des „Be- 
siehens" geht hervor, dass man nur Grund- 

febilde gleicher Stufe aufeinander beziehen 
ann, also z. B. eine Punktreihe mit einer 
andern Punktreihe oder auch mit einem Strahlen- 
büschel oder Ebenenbttschel oder aber ein ebenes 
System mit einem andern ebenen. System oder 
mit einem Strahlenbttndel. Hiemach unter- 
scheidet man fünferlei Beziehungen gleichartiger 
Elemente zweier Gebilde und sechserlei bezw. 
siebenerlei Beziehungen ungleichartiger Ele- 
mente zweier Grundgebilde, nämlich: 

Beziehung ungleichartiger Elemente 
lu zwei Grnndgebilden. 



Antwort. Zwei Grundgebilde heissen 
aufeinander bezogen, wenn jedem 
Element des einen Gebildes ein be- 
stimmtes Element des andern zu- 
geordnet ist, so dass jeder stetigen 
Aufeinanderfolge von Elementen des 
einen Grebildes wieder eine stetige Auf- 
einanderfolge von Elementen des an- 
dern Gebildes entspricht Die einzelnen 
Paare von Elementen heissen dann ent- 
sprechende Elemente, oder zuge- 
ordnete Elemente, oder homologe 
Elemente. 

Je nach dem Gesetze, durch welches 
die Beziehung der einzelnen Ele- 
mentepaare festgelegt wii'd, unterschei- 
det man dann verschiedene Arten des 
Beziehens; und das besondere Gesetz, 
durch welches in der „projektivischen 
Geometrie" die Beziehung hergestellt 
wird, ist eben das Gesetz der Projek- 
tion oder der projektivischen Ver- 
wandtschaft. 

Beziehung gleichartiger Elemente 
in zwei Grundgebilden. 



Punktreihe und Strahlenbüschel (1) 
(Punkt auf Strahl) 

Punktreihe und Ebenenbüschel (5) 
(Punkt auf Ebene) 

Strahlenbüschel und Ebenenbüschel (6) 
(Strahl auf Ebene) 



/Punktreihe und Punktreihe (2) 
1 (Punkt auf Punkt) 

T Qfniu j^^^^hlenbüschel und Strahleubüschel (8) 

I Ebenenbüsche] und Ebenenbüschel (7) 
l (Ebene auf Ebene) 



IL Stufe 



Ebenes System und Strahlenbündel 

(Punkt auf Strahl, Strahl auf Ebene) (4)^ 
oder 

(Punkt auf Ebene, Strahl auf Strahl) (12) 

Ebenes System und ebenes System (10) 
(Punkt auf Strahl) 

Strahlenbündel und Strahlenbündel (11) 
(Strahl auf Ebene) 

(Die beigefügten Ziffern bedeuten die Reihenfolge der Behandlung in der unten folgendeD 
Antwort der Frage 23.) 



Ebenes System und ebenes System (8) 
(Punkt auf Punkt, Strahl auf Strahl) 

Strahlenbündel und Strahlenbündel (9) 
(Strahl auf Strahl, Ebene auf Ebene) 



Frage 22. Was versteht man unter 
dem Gesetz der projektivischen Ver- 
wandtschaft zweier Gebilde? 



Antwort. Unter dem Gesetz der 
projektivischen Verwandtschaft 
versteht man eine solche Art des 
Beziehens zweier Gebilde, dass 



lieber das „Beziehen*' der Qnmdgebilde aufeinander ävtek Projektion etc. g} 

Erkl. 61. Zwei derartig verwandte Gebilde die entsprechenden Elemente des 

heissen „durch Projektion aufeinander gj^^j^ Gebildes aus den Elementen 

bezogen"" oder proiektivisch bezogen ^*"^" ^^"**^^ "\*'' ^«" -"*^"*'^"«^" 
oder projektiviBch verwandt. Als Zeichen ^®S andern UeDlldes durcll eine 
für diese Verwandtschaft benutzt man (nach fortlaufende Reihenfolge YOn Pro- 
Staudt) eine Abänderung des griechischen Buch- jektionen erhalten werden, oder 
stabens tt, n&miich a- dass man die beiden GebUde betrachten 

JErkl. 62. Gesetze des Beziehens zweier ^^^ ^^S erstes und letztes in einer 
Raumgebilde, welche in der Planimetrie solchen Reihenfolge von Gebilden, in 
auftreten, sind z. B. die Kongruenz, wobei welcher jedes einzelne Gebilde eine Pi'O- 

GÄn^iSi/'ÄCtleÄ/NS,?^^^ des vorhergehenden und des 

durch einen Punkt zugeordnet sind; oder die lOlgenaen ist. 
Aehnlichkeit, wobei Punkte von propor- 
tionalem Abstand auf einer Geraden und 
Strahlen gleicher Neigung durch einen 
Punkt zugeordnet sind. Während aber diese 
beiden Beziehungsgesetze der Kongruenz und 
Aehnlichkeit als besondere Einzelfälle in dem 
Gesetze der projektivischen Verwandtschaft ent- 
halten sind, so ist ein völlig von letzterer 
abweichendes Gesetz des Beziehens dasjenige 
derlnversion, wobei Punkte auf einer Gentral- 
Geraden zugeordnet sind, wenn ihre Abstände 
vom Centrum ein konstantes Produkt haben, 
sonst dage^n Gerade nur Kreisen, allgemein 
Kreise Kreisen zugeordnet sind (vergL Kleyer- 
Saohs, Ebene Elementar-Geometrie, VIII. Teil). 



Frage 23. Wann heisst ein Ge- 
bilde die Projektion eines andern? 

Antwort, l. Eine Punktreihe und 

ein Strahlenbüschel heissen jedes eine 
Brkh 68. Bezeichnet man mit dem Buch- Projektion des andern, oder das eine 

Ä'^pÄttd'ireiJeÄh't durch Projektion aus dem andern 
Scheitel 5 gehenden Strahlenbüschel, so be- entstanden, oder aufeinander pro- 
zeichnen nach Erkl. 61 die SchreibuDgen: jiziert, wenn jeder Punkt der Punkt- 
^7\ s, <, A ^» -^1 Ä ^2 * J*eibe demjenigen Strahle des Strahlen- 
dasfl eine Punktreihe ^ und ein Strahlenbüschel s; büschels zugeordnet ist, welcher die 
oder dass zwei Punktreihen f, und t^ oder zwei Verbindungsgerade dieses Punktes 
Strahlenbüschel 5, und 5, projektivischver- ^^^ ^ Scheitel des Strahlenbttschels 

Man sieht aber aus nebenstehender Antwort, darstellt, siehe unten Fig. 13 — oder um- 

dass die allgemeine projektivische Ver- gekehrt, wenn jedem Strahle des 

wandtschaft stets durch eine fortlaufende Strahlenbüschels derjenige Punkt der 

Reihe von einzeken u^^^^ Punktreihe entspricht, welcher den 

tionen vermittelt wird; Es kann unmittelbar a i. -xx t i. j- nx vi «x j 

/ A s sein; aber damit i, a U, braucht man Schnittpunkt dieses Strahles mit dem 

ein die Verwandtschaft vermittelndes S; damit Träger der Punktreihe darstellt 
St 7\ 'S!, braucht man ein die Verwandtschaft - „ -Tki^'i. i.« »ji 

vermittelndes t. Und ebenso bei Ebenenbüscheln, 2. Zwei Punktreihen heiSSen jede eme 

ebenen Systemen, Strahlenbündeln. Projektion der andern, oder aufein- 

ander projiziert, wenn beide durch 
£rkL64. Eine Punktreihe, welche die nn- denselben Strahlenbüschel proji- 

mittelbare Projektion eines Strahlenbüschels ist, ziert werden, oder wenn beide Pro- 
nennt man auch einfach einen Schnitt des jektionen desselben Strahlenbü- 

Strahlenbüschete; un^^ wel- g ^^jg gj ^ j) j ^ ^^^^^ p^^j^t der 

eher die unmittelbare Proiektion der Punkt- . -n i i. •!. j ■ • t» i x 

reihe ist, nennt man auch einen Schein der ^l^^T^ Punktreihe demjenigen Punkte 

Punktreihe; ebenso heisst ein Strahlenbttndel der andern Punktreihe zugeordnet, 
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ein Schein eines ebenen Systems, and dieses welcher auf dem gleichen Strahle 
ebene System ein Schnitt des Strahlenbün- ^^g Strahlenbüschels liegt, 
dels (4), wenn jedes eine unmittelbare Pro- i , . j 
jektion des andern ist. Dabei kann man sa^en, 3. Zwei Strahlenbüschel in der- 
dass die entsprechenden Elemente beider selben Ebene heissen jeda* eine Pro- 
Gebilde jeweils vereinigt lieg jektion des andern, oder aufeinander 
auf Geraden liegend, Gerade durch Punkte fi^e- •' ... . u^'j^;i«^v4:« 
hendu.8.w. ifnd diese Beziehungen zwischen projiziert, wenn beide durch die- 
ungleichartigen Gnmdgebiiden tob je der- selbe Punktreihe projiziert werden, 
selben Stufe sind die grundlegenden far die oder wenn beide Projektionen der- 
prpjektirischeVerwandtechaft. Dennzwei Punkt- ggiij^n Punktreihe sind Dann ist 
reihen sind durch emen Strahlenbüschel aufeinan- • •, on. ui j^ : ci*.-^i.i««i.« 1.^1« 
der projiziert (2), wenn beide Schnitte des- jeder Strahl des einen Stxahlenbüschels 

selben Strahlenbüsohelssind; zweistrahlen- demjenigen Strahle des andern Strahlen- 

bttschei sind durch eine Punktreihe aufeinander büschels zugeordnet, welcher durch den 

projiziertes), wenn beide Scheine dersel- gj^i^lj^n Yvinkt der Punktreihe 

ben Punktreihe sind. Femer sind zwei ?. , v vx 

ebene Systeme durch einen Strahlenbündel auf- ninaurcngeül. 

einander projiziert (8), wenn beide Schnitte 4. Ein Strahlenbflndel und ein 

desselben Strahlenbtindeissmd; und zwei ebenes System heissen das eine eine 

Strahlenbündel sind durch em ebenes System ^^^^^^J'^^^'^^^ " 

aufeinander projiziert (9), wennbeide Scheine Projektion des andern, oder jedes durcü 

desselben ebenen Systems sind. Projektion aus dem andern er- 
zeugt, wenn erstens jeder Strahl des 
Strahlenbfindels zugeordnet ist seinem 

K« ^¥*,S?' ^^"^ Ptt^treiiie und ein Strahlen- Schnittpunkt mit der Ebene, oder um- 

büschel können nur dann unmittelbar aufem- •-'^""*';*'F""«^" ""« x i -ciu ' - ^„ 

ander projiziert werden, wenn der Träger der gekehrt jeder Punkt der Ebene semem 

Punktreihe nient durch den Scheitel des Verbindungsstrahl mit dem Schei- 

Strahlenbüschel! geht, bezw. dieser Scheitel tel; und folglich zweitens jede Ebene 

Äi/nfflniT"!. J'*^f Ä; w!r«n.^ ^cs Strahlenbüudels zugeordnet ihrer 

otranlenbünael und em ebenes System nur, a * »a. j -i, ji mi ^ ^j«« 

wenn Scheitel und Ebene nicht yereinigt liegen. Schnittgeraden mit der Ebene, (Kler 

Soll aber doch eine projektiyische Verwandtschaft umgekehrt jede Gerade der Ebene der- 

zwischen solchen Gebilden mit vereinigt liegen- jenigen Ebene des Bündels, welche durch 

den Trägern hergestellt werden, so müssen jg^^ Gerade und den Bündelscheitel be- 

weitere Gebilde zur Vermittelung beigezogen ^7i '^^*°2*^ **"^ ^^" ^ui*«^«w«y* 

werden. Stimmt ist. 

Aus den in demselben Strahlenbflndel 

oder Ebenenbündel und in dem ebenen 

ErkL 66. Die Beziehungen 10, 11, 12 der System enthaltenen Grundgebilden erster 

nebenstcdienden Antwort hängen eng zusammen. Stufe ist dann ebenso 
Denkt man sich nämlich eine dieser Be- _ . -ni. i.« ^^ i •• • i. ««* 

Ziehungen hergesteUt, z. B. die erste (10) zwi- . ß- em Ebenenbüschel projiziert aul 

sehen zwei ebenen Systemen a, 7\ «f, so braucht eine Punktreihe des ebenen Systems 

man nur für jede Ebene einen projizierenden und umgekehrt, bezw. 

Strahlenbündel hinzuzunehmen, so dass: ^ •i-n. i.^ 1.1 •••^.««^ 

— ^ — ^ 6. em Ebenenbüschel projiziert m 

dann besteht "zwiich^; J^^^^die Beziehung ^J^^^ Strahlenbüschel des ebenen Sy- 

11, zwischen «1^8, oder «, X S. die Be- »tems und umgekehrt, — 
Ziehung 12. Um sich aber eine Beziehung nach wenn jede Ebene des Ebenenbüschels 

Art der Beziehung 10 vorzustellen, kann man zugeordnet ist ihrem Schnittpunkt mit 

etwa in den zwei Ebenen «, und a« einen, ^^ ix_«i. 1. i. ci^i...:*f 

Punkt P, in I», und eine Gerade p, in «, der Punktreihe, bezw. ihrer Schnitt- 

wiUknrlich zuordnen, dazu einen beliebigen Pro- geraden mt der Ebene und umgekehrt; 
jektionsscheitelÄwäJilen, und dann den Strahlen 7 ^^^^ endlich ein erster Ebenen- 

dnrch P, in «, diejenigen Punkte der Punkt- ,,.1:1 •• • li. i? • -««ifnn 

reihe p, in «, zuordnen, in welchen p, ge- büschel projiziert auf einen zweiten 

schnitten wird von den Ebenen des projizieren- Ebenenbüschel in demselben Bündel^ 

den Ebenenbüschels mit Achse SP^ — und um- wenn jede Ebene des ersten Büschels 

gekehrt den Punkten der Punktreüie p, in «, zugeordnet ist derjenigen Ebene des 

diejenigen Strahlen des Büschels P- in «. zu- ""©^^ "^ ^^^ j^ u 7^ 1 v^ A^t^nh 

ordnen; in welchen «, geschnitten wird von den Zweiten Ebenenbüschels, welche dorcu 

Ebenen desselben Ebenenbüschels. denselben Punkt einer Piinktreihe des 
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ebenen Systems oder durch denselben 
Strahl emes Strahlenbüschels desselben 
Strahlenbündels hindurchgeht 

ErkL 67» Man erkennt sofort, dass zwei -^ ^ ^ • -u ci 

Gebilde, welche aufeinander bezogen werden ferner werden 8. zwei ebene Sy- 
können, notwendiger Weise gleichviel Ele- steme aufeinander projiziert, wenn 
mente besitzen mttssen. Dadurch lassen sieh beide Projektionen desselben 

?> ^^^^^"'A^^^nT^^'i^l ^^ ^''' ^?^l'' ^^ Strahlenbündels sind, und 

bis 20 über die Mächtigkeit der verschiedenen ' 

Gebilde leicht begrOnden: Um die sämtlichen 9. zwei Strahlenbflndel aufein- 

Elemente eines Gebildes vorzustellen, „bezieht" ander projiziert, wenn beide Pro- 

man dieses Gebilde auf ein anderes von gleicher ipUf lAnAn H Aaaplhati phon<>n Qv 

MÄchtigkeit. Mit einer Durchlaufong des letz- J^K^i^nen üesselbeu ebenen 8y- 

tem werden dann auch sämtliche Elemente des Stems Sina. 

erstem durchlaufen. - Durch Beziehung zweier Die noch Übrigen Beziehungen, nftm- 

^JI^'.i^ÄÄÄ^^^^^^ Weh 10. zwischen zwei ebenen Sy- 

auch eine weitere Alueitnng für die vierfache . ;, .^^ -jf-nix^ 

UnendHchkeit der Strahlen des Baumes (Ant- Stemen derart, dass je die Punkte des 

wort auf Frage 20, 4), indem man durch jeden einen den Strahlen des andern, 
?fL°'"?'?''?*M^' ^^^'S^lf^'^^^ ^i!'*^^ 11. zwischen zwei Strahlenbün- 

legt nach jedem der 00« Punkte der zweiten. , , , . ,. ol_ vi ^i • 

^ ^ dein, so dass je die Strahlen des einen 

den Ebenen des andern, und 

12. zwisdien einem ebenen System 

„ ^, ^. ^ _ . , und einem Strahlenbündel derart, 

(i)StiS^"rSeltSÄXt;rÄ!; ä%,^\ strahlen je« einen Gtebüdes 
im folgenden noch einzehi behandelt, und zwar den btrahlen des andern und die Pun&te 
(1) in Frage 25, (2) in Frage 26, (3) in Frage 27, des ebenen System« den Ebenen des 
(4) bis (7) in Frage 28 und (8) bis (12) in Strahlenbündels entsprechen, lassen sich 
Froge 29 nebst den jeweüs zugehörigen Er- ^^^ j ^ unmittelbare Projektion dar- 
klänmgen und Figuren, ^ ii ^»""^ i*"*****'"^*""*^ ^ rw^Z-^^ 't 

^ ^ stellen, sondern nur unter Zuhilfenahme 

mehrfacher Zwischenglieder yon der Art, 
wie in Antwort auf Frage 22 gesagt 
wurde (vergl. Erkl. 66). 



Frage 24. Wie unterscheidet man 
zwischen der projektivischen Beziehung 
solcher Gebilde, welche durch unmittel- 
bare Projektion aufeinander bezogen 

and, und solcher deren projektivische Antwort 1. Von zwei Grundgebüden, 

Verwandtschaft durch eine Anzahl yon ^eren jedes eine unmittelbare Pro' 

Zwischengliedern vermittelt wird? j^j^^^^; ^es andern ist, sagt man, sie 

befinden sich in perspektivischer Lage, 

Erkl. 68. Die Unterscheidung der per- oder ausführlicher, sie seien „projek- 

spektiTischen und der schiefen Lage findet tivisch verwandt und in perspek- 

sich auch in der Planimetrie. Man nennt die tivischer La? e ^ 

Lage iweier ähnlichen Dreiecke die perspek- ^r • />< v'u j • j x 

tivische, wenn entsprechende Seiten parallel Von zwei Gebilden, deren jedes erst 

sind, wobei dann die Yerbindungsgeraden ent- durch eine Anzahl aufeinander fol- 

sprechender Eckpunkte durch einen Punkt gehen, gender Projektionen ans dem an- 

und die AbÄftndB derselben Tondie^^ ^^^ hervorgeht, sagt man, sie befinden 

ein bestiiDmtes gleichbleibendes Verhältnis haben • , . \-% i ^^ j ' m^l t- r^ 

(Kleyer-Sachs, Ebene Elementar-Qeometrie, Vn, Sich in schiefer Lage, oder ausführlicher, 

Frage 22 u.£). In jeder andern Anordnung sie seien ,.prOJektivisch verwandt 

hat man schiefe Lage. Die gleiche Auffassung des nud in schiefer Lage.^ 

Begriffs der perspektivischen Lage gilt Ursprung- r. t\* 1 i.« • t. r 

licE in der projektivischen Ge?metrie für zwei 2. Die perspektivische Lage zweier 

Punktreihen, welche durch den gleichen Strahlen- projektivisch verwandten Gebilde findet 
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btischel aufeinander projiziert werden, denn ein also bei zwei ungleichartigen Ge- 

im Scheitel gedachtes Auge kann von einem bilden Stets dann Statt (vergL Erkl. 64), 

Punkte zum entsprechenden jeweils in gleicher ., t;,, , ^ P.'T^ ^' 

Richtung hinsehen (per-spicere = hindurch- wenn Iure Elemente vereinigt liegen, 

schauen). Und von dieser Anordnung zweier d. h. wenn jedes ein Schnitt oder ein 

proiektivisch verwandten Punktreihen in per- Schein des andern ist Zwei projektivisch 

Ci^rwÄ^auÄ ÄÄ*S ^r*"d^ gleichartige Gebilde aber 

andern durch einzige Projektion verwandten müssen, damit perspektivische Lage 

Gebilde. Stattfindet, beide Scheine oder Schnitte 

desselben dritten ungleichartigen Ge- 

Erkl. 69. In der Planimetrie sucht man ^^^^^ sein, d. h. es muss die projektivi- 

diejenige Ortsver&nderung auf, durch welche sche Verwandtschaft dnrch ein einziges 

die aweite Figur aus der schiefen in die per- drittes Gebilde hergestellt sein, weldies 

spektivische Lage zur ersten gebracht werden ^^ ^j^j^^q vorigen ungleichartig ist, und 

kann, und man findet dies ausführbar durch *** *'^*^^" tv*^ « t**t6*«vuc*iuie «v, uu 

Drehung oder Umklappung (ParaUelverschiebung ""«^ beiden Sich m perspektivischer 

bleibt ausser Betracht). In der streng projektivi- Lage befindet; und ausserdem mftssen 

sehen Geometriegehören aber solche Ort SV er an- auch die beiden Gebilde unter ein- 

ÄÄ"!,^?! "^"t ^ ^^"^ Hilfsmittehi der ^nder besonders einfache gegenseitige 

Betrachtung, denn der Baum gilt als starr und t v v -d • ox \i v iTi 

unbeweglich. Wenn auch die Redewendung I^^g® haben, z. B. zwei Strahlenbuschel 

vom Drehen oder Verschieben manchmal vor- müssen in derselben Ebene liegen, zwei 

kommt, so ist dabei nicht an eine Veränderung Punktreihen müssen einander schneiden, 

«f, ^ü®« ^)'''' ^?^'^^®^ M denken, sondern ^wei Ebenenbuschel müssen demselben 

nur daran, dass wir unsere Vorstellung von t>» ji i i » 
einem Raumgebilde zu dem benachbarten all- Bündel angehören U. S- W. 
mählich weiteigleiten lassen. Dementsprechend <> t\* v i> t • • i 
wird auch die üeberführung aus der schiefen 3. Die schiefe Lage zweier projek- 
in die perspektivische Lage nicht im plani- tivisch verwandten Gebilde kann ent- 
metrischen Sinne durchgeführt, sondern diese weder dadurch entstanden sein, dass die 
Aufgabe ist dann erschöpfend gelöst, wenn der- ^^^i Gebilde aufeinander bezogen sind 

artige Zwisehengebilde au&efhnden werden, «xj. i i. v / v i • «\ 

dass die beiden betrachteten Gebüde durch eine vermittelst mehrerer (mehr als eines) 

fortlaufende Reihenfolge von Projektionen in- Zwischenglieder VOn unter sich ZU je 

einander übergeführt werden. Während diese zwei aufeinander folgenden in perspektivi- 

S!!?'^^/^!!^ ^''ofJ«^]'^^^ scher Lage befindUchen Gebüden, oder 

sich später zeigen (im dritten Abschnitt des , , , 5 . . . i a«^ 

IL Bandes dieses Lehrbuches) , dass man für dadurch, dass zwei zuerst m perspektm- 

2wei gleichartige, projektivisch verwandte Ge- scher Lage befindlich gewesene Gebilde 

bilde in schiefer Lage jenes Ziel stets erreichen gegeneinander verschoben wurden. In 

kann, wenn drei (aber auch mindestens drei) ^jesem Falle bleibt doch jedes Element 

Zwischenglieder passend aufgesucht werden, , . i^ i.mj j lu x. -u — *^« 

und zwar zwei ungleichartige und ein gleich- ^^ ®"^^^ Gebildes demselben bestimmten 

artiges. Element des andern Gebildes zugeordnet, 

aber dieses Entsprechen ist nicht mehr 

ErkL 70. In Antwort 23 braucht für die unmittelbar durch die Konstruktion der 

Definition zweier in perspektivischer Lage be- Figur hergestellt. Es bleibt vielmehr 

findUchen Punktreihen nicht notwendig bei- einer besondern Aufgabe vorbehalteD, 

gefügt zu werden, dass sie m gleicher Ebene , , j« • • /%_? « j ««^ 

liegen müssen. Denn da ein gemeinsamer entweder diejenige Ortsveräuderung auf- 

Strahlenbüschel beide projizieren soll, so müssen ZUSUChen, durch welche zwei projektiviscü 

die Punktreihen diese Bedingung von selbst verwandte Gebilde aus solcher schiefen 

erfüllen. Wohl aber musste bei Strahlen- j^^^ ^^ perspektivische verbracht wer- 

bttscheln und Ebenenbüscheln die Bedingung , ° , .. i'^^^i'^'»'«'^yf\"^. »^^y*."^ . 

gemacht werden, dass jene derselben Ebene, den können, oder diejemge Mindestzalü 

diese demselben Bündel angehören. Es können VOn Zwischengliedern aufzusuchen, mit- 

nämlich auch zwei projektivisch verwandte tels deren durch eine fortlaufende Beihe 

Punktreihen auf kreuzenden Geraden von Projektionen das zweite Gebüde aus 

hegen, wenn sie durch einen gemeinsamen -, \ j. j i 

Ebenenbüschel ausgeschnitten werden, es ^em ersten erzeugt werden kann. 

könnenzweiprojektivisch verwandte Strahlen- j ai o i, «i. • i, n*.^ «,on 

büschcl auf verschiedenen Ebenen liegen, *• Als Schreibweise benutzt man 

wenn sie in diesen ebenfalls durch einen ge- für die projektivische Beziehung "^ 
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meinsamen Ebenenbilschel ansgesehnitten schiefer Lage das Zeichen A, bei per 
pTÄ'tl^it^t'^^SÄ'p^^t* spektiTischer Lage das Zeichen Ä- 

tivisch verwandte Ebenenbttschel, aber in 
schiefer Lage, wenn ihre Achsen einander 
nicht schneiden, mögen sie auch durch die Pro- 
jektion derselben Punktreihe erseugt werden. 



Figur 13, 




( A Ä 



Frage 25. Zu welchen Beobachtun- 
gen veranlassen eine Pnnktreihe und 
ein Strahlenbüschel, welche pro- 
jektivisch verwandt sind in per- 
spektivischer Lage? 



ErkL 71. Die Eonstruktionsaufgabe, 
zu jedem Punkt der Punktreihe t den ent* 
sprechenden Strahl, bezw. umgekehrt cu jedem 
Strahl des Bflschels S den zugeordneten Punkt 
der Punktreihe t zu finden, ist im vorliegenden 
Falle die denkbar einfachste: Man verbindet 
den Punkt A mit dem Scheitel 5, bezw. man 
bringt den Strahl p zum Schnitt mit dem 
TrSger t\ oder: man zeichnet die Verbin- 
dungsgerade des Punktes B mit dem Scheiteis, 
bezw. man konstatiert den Schnittpunkt des 
Strahles q mit dem Träger t. 

Erkl« 72« Noch wichtiger als in der Plani- 
metrie ist in der projeküvischen Geometrie die 
Bezeichnuuffsweise der Elemente der Fi- 
guren, denn nier kann eine ordnungsgemässe 
Bezeichnung unendlich viel zum Verständnis 
sowohl der Figoren als auch des Textes bei- 
tragen. Eine wichtige Begel ist die, homologe 
Elemente verschiedener Gebilde (Figur 18) wo- 
möglich mit gleichen Buchstaben zu bezeichnen, 
wohl auch zusammengehörige Elemente durch 
benachbarte Buchstabengruppen des Alphabets 
(a, b, c • • • , p, 5, r • • • , tt, t», «^ • • • ) > nicht gleich- 
wertige Elemente durch entfemtstehende Buch- 
staben. Abkürzend bezeichnet man auch mit 



Antwort 1. Wenn die Punktreihe t 
und der Strahlenbüschel S in Figur 13 
projektivisch in perspektivischer Lage 
sind, so entspricht jedem Punkt A oder B 
der Punktreihe der Verbindungsstrahl S A 
oder SB als zugeordneter Strahl a oder b, 
und umgekehrt jedem Strahl p oder q 
des Büschels dessen Schnittpunkt (pQ 
oder {qf) als zugeordneter Punkt P oder Q. 

2. Bezeichnet man mit F den unend- 
lich fernen Punkt der Punktreihe /, 
so entspricht ihm der Parallelstrahl /. 
Nimmt man also an, dass die Qerade / 
nur einen einzigen unendlich fernen 
Punkt habe, der nach beiden Sich- 
tungen dieser Geraden erreicht werden 
kann, so muss man auch annehmen; dass 
es nur einen einzigen Parallelstrahl 
zu t durch S geben kann, ob man einen 
solchen nach der einen oder nach der 
andern Seite hin zeichnen mag. 

3. Werden die Elemente eines der 
Gebilde t oder S in einer bestimmten 
Richtung, oder in der entgegengesetzten 
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^5(lieVerbiiiLdiuig8gerade{Verbiiidüng88trecke) durchlaufen, SO gilt dasselbe aucll von 

zweier Punkte A und B, mit («^) den Schnitt- ^j^^ andeni Gebüde: die beiden entgegen. 

punkt (Schmttwinkel) zweier Geraden a und ^ . . «. i.*^-u •^»'Ui.,;^^« 

mit (aß) die Schnittgerade (Keilwinkel) zweier gesetzten Verschiebungsnchtungen 

Ebenen a und ß. Aehnlich bedeutet (St) die des Punktes auf dem Träger der Punkt- 
Ebene durch Punkt s und Gerade t, (ta) den reihe entsprechen also den beiden ent- 
Durchbohrungspunkt der Ebene « dnrch die gegengesetzten Umdrehungsrich- 

Gerade t-, S(ABC-'') bedeutet den Strahlen- & » o ^ . j^ o^i,«-* i 

büBchel oder Strahlenbündel, welcher aus dem tun gen des Strahles um den Scheitel 

Scheitel S die in beliebiger Anordnung hegenden des Bäschels (vergl. die Erkl. 31 und 39). 
Punkte A, B, c • • • projiziert^ t(a, b c . • •) die ^ j^^^^ zwischen zwei bestimmten 
Punktreihe, weiche auf dem Träger ^ durch die -r,, * j ««^ rL^v.nA^., ^i^ a^u*-^^ 

Geraden ajb,c..^ auflgeschnitteS wird ; u. ß. w. Elementen des emen Gebildes ein drittes 

Element desselben Gebildes, so hegt 
Erkl. 78. Ausser der Beziehung wischen ^uch das entsprechende dritte Element 

unendlich fernem Punkte von t und ParaUel- , , /^ vij^^ ^* ^r.^^ a^^ 

strahl durch S entsteht aus dieser Stelle auch des andern Gebüdes zwischen den- 
die andere Anpassung, dass der Strahlenbüschel jenigen beiden Elementen dieses Ge- 

ebenso viele Strahlen enthalte als die Punkt- bildes, welche jenem ersten und zweiten 
reihe Punkte da ja jedem Punkte auf < ein entsprechen. Bilden viele Elemente des 

bestimmterstrahl durch Sund umgekehrt jedem •«^flri^v.iij.v« ^i^^ \^^c^i^^4^r.T>^i\y^r, 

Strahle von s ein bestimmter Punkt auf/ ent- einenGebüdes eine bestimmteKeihen- 
spricht (vergL Antwort auf Frage 16 sowie folge von einem ersten Über ein be- 
Erki. 40 und 67). stimmtes zweites, drittes, viertes u. s. w. 

Erkl. 74. Bei der Umdrehung um einen zum letzten, SO bilden auch die ent- 
Pnnkt unterscheidet man bekanntlich die Drehung sprechenden Elemente des aadem Ge- 
entgegen oder mit dem Uhrzeiger (bezw. gleich bildes die gleiche Reihenfolge vom 

Erde um die Sonne, wie die Erde um sich selbst, entsprechenden Element des ersten über 

oder ungleich etc.). und bei jeder gegebenen Um- -> K^ -i j» •* j j ui.«« 

laufsri^tung kann sofort angegeben werden, das homologe des zweiten, des dntten, 

welche von beiden stattfindet. Es könnte befrem- des Vierten U. S. w. zum homologen des 

den, dass bei den beiden Durdilaufnngsrichtungen letzten Elementes. 

einer Geraden eine solche vereinbarte Unter- - q. , i,.oiv^«rw^^^^« ;« 12^:.^^ io Aia 
Scheidung fehlt. Doch hat dies seinen Grund &• Smd insbesondere m Figur 13 die 

in den verschiedenen Lagen, in welchen die beiden Punkte ^ und B der Punktreihe 

Gerade erscheinen kann je nach ihrer Lage in getrennt: innen durch P, aussen 

der Ebene, während der Strahlenbüschel stets ^^^^.jj q g^ ^^^ g^^^j^ umgekehrt die 

so gesehen wird, wie er dem davor (oder dar» v. 'a a 4. oi.1.1 a i 

ttber) befindlichen Auge erscheint. Würde man beiden zugeordneten Strahlen a und b 

die Uhr von der Eückseite betrachten, so er- des Büschels getrennt: innen durch p, 

scheint die Zeigerdrehung gerade ump^ekehrt; aussen durch q, 

und gerade so erscheint die als positiv ange- /»t'^^^ti li-o- tt ..jtu/.« 
nommene Durchlaufungsriehtung der Geralen ß- Liegt Punkt S im Unendlichen, 

(von links nach rechts) als entgegengesetste, SO entsteht em Parallelstrahlen- 

wenn jemand dieselbe vom oberen Bande des büschel, von dem jeder Strahl durch 

?^''^i"^^±f ^ j'?^ A^*r^^'!h* \' ^/nflt^ i!t!f den entsprechenden Punkt von t hin- 

das entgegengesetzte Ufer versetst. (Betrachtet , , ,* j- , ... tt ji-«t,a« 
man dis Zifferblatt der Uhr von der Schmal, durchgeht Liegt t im Unendlichen, 
Seite, so verHert sich auch der Eindruck der SO wird jeder Punkt nur durch üie 
Drehung, ebenso wie die Bichtung nach links Richtung des zugehörigen Strahles 
oder rechts auf einer Geraden, die von oben ^^ Scheitel S angegeben, 
nach unten läuft.) -o^^ 

Erkl. 75. Die Gleichheit der Beihen- 
folge homologer Elemente in perspektivi- 
scher Punktfolge oder Strahlenfolge bleibt in- 
folgedessen auch für alle projektivischen Be- 
ziehungen üb^haupt bestehen und bildet dadurch 
ein oft wertvolles Mittel für oberflächliche Prü- 
fung der Bichtigkeit einer Figur. Folgen ein- 
ander in einem beliebigen ans einer gansen 
Beihe von projektivischen Gebilden etwa die 
Elemente BGCEAFD, so muss in jeder der 
andern Punktreihen auch -wieder die Beihenfolge 
BGCEAFD, in jedem der Strahlenbüsebel 
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auch die Reihenfolge hgceafd sein. So sind 
in Fignr 13 z. B. die Punkte A und Q getrennt 
durch ^ in der (innem) Strecke, die auch 
Punkt F (zwischen A und B) enthält ; doreh F 
in dw (ftnssera) Strecke, die P nicht enUiSlt. 
Und ebenso sind die Strahlen a und q getrennt 
dnrch h in dem (innem) Winkel, der auch 
Strahl p (zwischen a und d) enthält; durch f 
in dem (äussern) Winkel, der p nicht enthält. 



Fignr 14. 




h A^'N ^• 



Frfige 26. Was ergibt die Betrach- 
tung zweier projektivisch ver- 
wandten Panktreihen in per- 
spektivischer Lage? 

ErkK 76» Die Konstruktionsaufgabe, 
zu einem gegebenen Punkte A^ der einen r unkt» 
reihe den entsprechenden Punkt A^ der andern 
Punktreihe aufsnsuehen, wird am besten ver- 
deutlicht durch die Anschreibjng der aufeinander- 
folgenden Operationen t^ /^ Ä' 7\ t, ; oder in 
Worten: Durch Punkt A. aeht man die Ver* 
bindungsgerade mit »cheitel S und bringt 
diesen Strahl sum Schnitt mit ^: der 
Schnittpunkt ist A^, Die Punktreihen t^ 
und i^ sind beide in perspektivischer Lage 
zu 5, wie in Frage 96 behandelt wurde; und 
zwei glaiehartige Gebilde, welche durch ein 
einziges ungleichartiges in einfachster Laee- 
beziehung projiziert werden, heissen selbst 
ebenfalls noch perspektivisch. 

firU« 77» Sowie sieh die Punktreihen t^ 
und /, nicht mehr in perspektivischer Lage 
befinden, ist der Schnittpunkt ihrer Träger 
nicht mehr sich selbst entsprechender Punkt 
beider Punktreihen, sondern muss zwei ver- 



Antwort. 1. Bilden t^ nnd t^ die 
Bezeichnang fttr die Träger zweier 
Panktreihen und zugleich für diese 
Panktreihen selbst, sowie 8 ffir den 
Scheitel des projizierenden Büschels nnd 
zugleich ffir diesen Büschd selbst, so 
mnss nadh Antwort 23 ^^äS und zu- 
gleich t^ f\ S sein : dann ist t^ 7\ t^. Es 
Uegen also vereinigt je zwei homologe 
Punkte der beiden Punktreihen t^ und t^ 
mit dem zugeordneten Strahle des Bü- 
schels S. 

2. Umgekehrt ist es eine charak- 
teristische Eigenschaft der pro- 
jektivischen Lage zweier projek- 
tivisch verwandten Punktreihen, dass 
die Verbindungsgeraden je zweier 
entsprechenden Punkte der beiden Punkt- 
reihen sämtlich durch einen einzigen 
bestimmten Punkt hindurchgehen, also 
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schiedene Benennnngen erhalten, je nach- 
dem er als Punkt />, der ersten, oder als 
Pankt £*, der zweiten Ponktreihe angesehen 
wird. In solchem Falle (ver^l. Frage dO) ent- 
spricht dem Punkte D, von t^ irgend ein sonstwo 
felegener Punkt D, der Punktreihe /„ und dem 
unkte E^ von t^ ein ebenfalls anderswo lie- 
gender Punkt E^ der Punktreihe t^, Durch die 
Eigenschaft des Selbstentsprechens ist also 
ausgesagt, dass wenn man zu einem solchen 
Elemente das zugeordnete aufsucht, mau durch 
die ganze Beihe der etwa dazu nötigen Opera- 
tionen nicht zu einem andern Elemente geführt, 
sondern wieder zum Ausgangselemente zurück- 
geführt wird. 

ErkL 78. Die Namen Fluchtpunkt und 
Gegenpunkt stammen aus andern (älteren) 
Zweigen der geometrischen Wissenschaften, näm- 
lich der Baukunst und der Schattenlehre, wo- 
selbst mit diesen Namen (vergl. auch später 
Fluchtlinie oder Gegenachse in Antwort 29) 
Elemente von gleicher oder analoger Eigen- 
schaft, wie in der projektivischen Geometrie, 
bezeichnet worden sind. 

Erkl. 79. Durch Einzeichnung der ver- 
schiedenen Elemente, welche besondere Be- 
sprechung erheischten, ist in Figur 14 auf ^j 
die Reihenfolge entstanden: 

ebenso im Büschel S die Belhenfolge: 

qdagphfq, 
und in Punktreihe f, wiederum: 

Bei dieser Durchlauf ung beider Punktreihen hat 
man aber: 



einen Strahlenbflschel L Klasse 
einengen. 

3. Der Schnittpunkt der Geraden 
t^ und ^2 ist ein gemeinsamer Punkt 
der beiden Punktreihen. Heisst er in 
der ersten Kelhe D,, so findet man den 
entsprechenden Punkt auf t^ als Schnitt 
punkt Yon tg mit dem Strahle SD^: dies 
ist aber derselbe Punkt D. Folglich 
bezeichnet man diesen Punkt zugleich 
als Dj und D^ oder als D^,^: er ist sich 
selbst eptsprechend, oder sich selbst 
zugeordnet oder sich selbst homolog. 

4. Bezeichnet man mit jF\ den un- 
endlich fernen Punkt der ersten 
Punktreihe t^, so entspricht demselben 
als F^ derjenige Punkt von f,, in welchem 
diese Gerade von dem Parallelstrahl / 
zu f 1 durch S getroflfen wird ; umgekehrt 
entspricht dem unendlich fernen Punkte 
G, der Punktreihe t^ der Schnittpunkt 
von t^ mit dem Parallelstrahl g \\ t^ 
durch S. Diese Punkte F^ und Gj, 
welche in einer Punktreihe dem un- 
endlich fernen Punkte einer andern 
Punktreihe entsprechen, werden genannt: 
Fluchtpunkt oder Gegenpunkt 



auf t^ 

von 2>j über j1, nach (r, 

von G^ über P, u. B^ jULchcoF^ 



auf >j 

von X>, Über A^ nach oo G^ 
von 00 ö, über P, u. B^ nach F^ 

von P, über Q^ nach D^ 



Bichtung 

beide vom Schnittpunkt fori« 
t^ vom Schnittpunkt fort, 
t^ zum Schnittpunkt hin, 
beide cum Schnittpunkt hin. 



von Qo P, über Q^ nach D^ 

Man sieht, dass der Wechsel jeweils beim 

Ueberschreiten der Fluchtpunkte stattfindet, und 5^ ^j^d die eine der beiden Pnnkt- 

gleichzeitlff mit einem Wechsel des Umstandes, .., . v^i*v* -n-vi. A^^^h 

SbdiezngeordnetenPnnkte von gleichen, ode^ reiben in beliebiger Richtung durch- 

von entgegengesetzten Balbstrahlen des laufen, SO folgt daraus auch eine 

Büschels 8 projiziert werden. bestimmte Durchlaufung des Strahlen- 

„ , , OA T A AU • * bäschels und der andern Punktreihe; 

ErkL 80. In anderer Anschauungsweise . , , n. ^ ,. T>^:v^^r«i«n Apy 

erkennt man, dass im Schnittpunkt derTräger ^d dabei muss die Reihenfolge dei 

f, und t^ jeweils zwei Scheitelwinkel ent- entsprechenden Elemente in jedem der 
stehen, auf deren Schenkeln gleiche Durch- drei Gtebilde jedesmal die gleiche werden; 
laufungsrichtung in Bezug auf den Schnittpunkt ^^^ ^^,^^80 muss eine Trennung zweier 

besteht, und zwei andere Scheitelwinkel, «1 x j t • j •.. :« «itiom 

auf deren Schenkeln entgegengesetzte Elemente durch zwei andere wiemeineiD 

Durchlaufangsrichtung in Bezug auf den Schnitt- Gebilde, SO in jedem andern lu gleicner 
punkt besteht: So hat man in Figur 14 auf den Weise wiederkehren. Da hiwbei eiflßiD 
Schenkeln des Winkels Q.DP. beide Male Ueberschreiten des Fluchtpunktes in der 

Richtung zum Schnittpunkte hm, im Scheitel- . Tk 1 j. '\. • t\ x, ^ a^^vA^ 

Winkel B.ß^ beide Male Ricbtung vom einen Punktreihe ein Durchgang duicö.- 
Scheitel fort; dagegen auf den Schenkeln des Unendliche in der andern PonKireine 
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Winkels 9, 2>il. einmal hin nnd einmal fort 
und ebenso ani den Schenkeln des Scheitel- 
winkels B, DP, einmal fort und einmal hin; 
also anf den Schenkeln der beiden erstgenann- 
ten Sdieitelwinkel gleiche, anf denen der 
beiden letztgenannten ungleiche Biohtnng 
der Pnnktreüien. Schon hier ist bemerkens- 
wert, dass der Träger des Strahlen- 
bttschels, welcher dnrch die Verbindnnfi;8- 
geiaden der entsprechenden Pnnkte beider Pnnlt- 
reihen entsteht, sich in einem deijenigen Scheitel- 
winkel befinden mnss, dessen Schenkel ent- 
gegengesetzte Dnrchlanfongsrichtnng der 
rnäctreihen aufweisen. 

Erkl. 81« Während im nebenstehenden Satse 
das Selbstentsprechen des Schnittpunktes nur 
als Folge der projektiyischen La^e ausge- 
sprochen werden kann, so wird sidi später 
auch die Umkehrbarkeit dieses Satzes zeigen, 
dass nämlich das Selbstentsprechen des Sdmitt- 
pnnktes zweier projektivisch verwandten Punkt- 
reihen auch als Erkennungszeichen der per- 
spektivischen Lage derselben gilt, so dass auch 
diese letztere Lagebeziehung als notwendige 
Folge aus jener Eigenschaft des Selbstent- 
sprecbens hervoigeht. 



entspricht, so tritt bei diesem Ueber- 
gang jedesmal ein Wechsel ein aus der 
Richtung zum Schnittpunkt D der Träger 
hin zu der Richtung vom Schnittpunkt D 
weg (vergl. Erkl. 79) und umgekehrt. 

6. Ueber die besondem Fälle, welche 
durch unendlich ferne Lage einzelner 
Figurenteile herbeigeffthrt werden, sehe 
man die Aufgabensammlung am Schlüsse 
dieses Teiles (Aufgabe 56). 

7. Als wichtiges Ergebnis bleibt der 
Satz: 

Satz 1. Wenn zwei projektivisch 
verwandte Punktreihen sich in 
perspektivischer Lage befinden, 
so erzeugen die Verbindungs- 
geraden je zweier entsprechen- 
den Punkte einen Strahlen- 
bfischel L Klasse, und der Schnitt- 
punkt beider Träger ist ein selbst- 
entsprechender Punkt 



Frage 27. Was ergiebt die Be- 
trachtung zweier projektivisch ver- 
wandten Strahlenbflschel in per- 
spektivischer Lage? 

Figur 16. 




Srkl. 82. Die Konstruktionsanfgabe, 
zu einem gegebenen Strahl a^ des einen Strahlen- 
büschels den entsprechenden Strahl des andern 
Strahlenbttschels aufzusuchen, wird am besten 
verdeutlicht dnrch die Anschreibungder^ auf- 
einanderfolgenden Operationen : S^'/y t 7\ S^ ; 
oder in Worten: Den Strahl a, bringt man 
zum Schnitt mit Träger t und verbindet 
diesen Schnittpunkt mit Scheitel 8^: der Ver- 
bindungsstrahl ist a,. 



Antwort. 1. Bilden S^ und S^ die 
Bezeichnung für die Scheitel zweier 
Strahlenbüschel und zugleich für diese 
Strahlenbflschel selbst, sowie t für den 
Träger der projizierenden Punkt- 
reihe und zugleich für die Punkt- 
reihe selbst, so muss nach Antwort 
auf_Frage 23 Si 7\ ^ und_ zugleich 
Sg A t sein: dann ist S^ A S^. Es 
liegen also vereinigt je zwei ho- 
mologe Strahlen der beiden Strahlen- 
büschel Si und Sj mit dem zu- 
geordneten Punkte der Punktreihe t. 

2. Umgekehrt ist es eine charak- 
teristische Eigenschaft der per- 
spektivischen Lage zweier pro- 
jektivisch verwandten Strahlen- 
büschel, dass die Schnittpunkte 
je zweier entsprechenden Strahlen 
der beiden Büschel sämtlich auf einer 
einzigen bestimmten Geraden liegen, 
also eine Punktreihe I. Ordnung er- 
zeugen (Figur 15 und 16). 

3. Die Verbindungsgerade der 
Scheitel S^ und S^ ist ein gemein- 
samer Strahl der beiden Strahlen- 
büschel. Heisst er in dem ersten Büschel 
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Krkl. 88. Die beiden Strahlenbttscliel iS^ rf so findet man den entsprechenden 

und s, sind in perspektivischer Lage, weü ihre g^^^^ j g g^jg Verbindungsstrahl von 

Verwandtschaft dorch die Vermittlung des ein- ^ .. " *ot ;^*"*"«**"6j«»^«*"^ »"" 
zigen Gebildes t hergestellt ist — und sie «u- ^9 «^1* dem Schnittpunkt {d^t): dieser 
gleich in gemeinsamer Ebene liegen. Der erste ist aber derselbe Strahl d. Folglich 

Teil dieser Aussage bleibt bestehen, wenn man bezeichnet man diesen Strahl zugleich 

etwa die Zeichenebene als ein Doppelblatt an- j ^ ^ ^ ^ ^ ^ j ^ ^^ 

sieht, im emen Blatt &, im andern & gezeichnet ,,1. . ^ ^ j U* . v il_: 

denkt, und dann die längs der Geraden t auf- selbst entsprechend, oder Sich selbst 

einander gelegten Ebenen um diese Gerade als zugeordnet, oder sich selbst homolog. 
Achse auseinanderdreht. Dann liegen die 4. Unter den Strahlen des Bfisdieb 
beiden Strahlenbttsehel in verschiedenen >>^«^.i«^ d^i. ««/»i. r.:w n^^oii^i 
Ebenen, und es erzeugen Ewar ebenfalls die ^1 l>e™det Sich auch ein Parallel- 
Schnittpunkteentsprechender Strahlen die Punkt- Strahl zur Geraden^, welcher dieselbe 
reihe I. Ordnung t, aber ein gemeinsamer Strahl im unendlich fernen Punkt F trifft. Zu- 
ist nicht mehr vorhanden. Man hat daher nicht geordnet ist demselben folglich derjenige 

Ä tn'ÄÄ B%^^^^^^^ strahl von S„ welcher Ibenfalls nach 

La^e, weil eben beide Strahlenbttsehel nicht in dem unendlich fernen Punkt F geht, 

gleicher Ebene liegen. also ebenfalls Parallelstrahl zu ( 

-,.- ^. ... o. VI V« VI ist Dies sind aber die beiden ein- 

Erkl, 84. Liegen zwei Strahlenbfischel zwar ^;^^« ^;«««^^« «««.^rv^««*«« t>o*«iui 

in gieicherEbene, aber nicht in perspektivischer ^igen einander zugeordneten ParaUel- 

Lage, so ist die Verbindungsgerade ihrer Seheitel Strahlen beider BttSChd, oder F ist der 

nicht mehr sich selbst entsprechender Strahl einzige im Unendlichen liegende Punkt, 
beider Büschel, sondern muss zwei ver- in welchem zwei entsprechende Strahlen 

schiedene Benennungen erhalten, je nach- ^:^«^ j^„ x«^ä^« /\r^^ ^««a« •.:^i,4. ^*«,o 

dem er als Strahl d, des ersten oder als einander treffen. (Man dürfte nicht etwa 
Strahl e, des zweiten Strahlenbüschels an- den selbstentsprechenden Doppelstrahl 
gesehen wird. In solchem Falle entspricht d^,^ auch als einen sich selbst parallelen 

dem Strahle d, von Ä igend ein anderswohin auffassen: d, \\ d. mit Schnittpunkt im 
gehender Strahl d, des Büschels 5,, und dem tt«ä«/1i;^i,ä,* «r«;i «1« a^u«;4.4.^n^«V4^ ^*i«^ 

Strahle e. von J, ein ebenfalls* sonstwohin Unendlichen, weü als Sdmittpunkt eines 
gehender Strahl e^ des Büschels s^. Doppelstrahls jeder Punkt fiberall auf 

der ganzen Geraden d angesehen werden 
TT ^'irK^^' .^\.^^ jrerade Linie sich ins könnte; viehnehr ist als Schnittpunkt 

Unendliche erstreckt, so kommt bei der Punkt- „^^ ^ ' ^^ , •.„« -d««!^ n »«.»,,«^i.a«i \ 
reihe ein besonderer Fall mit dem unendlich ^^^ ^1 ™<1 ^2 ^r Punkt D anzuseheo.) 
fern liegenden oder uneigentlichen Punk^i der 6. Wird der eine der beiden Strahlen- 
Reihe vor. Beim Strahlenbüschel aber bfischel in beliebiger Bichtung durch- 

5=" J^äTeÄ Ver Än^Xl'n*' In^ ^f.'^^«?' ^ ^«'f* daraus au<j eme be- 

sprechend Fluchtpunkt und Gegenpunkt. — Da- Stimmte Durchlaufung der Punktreine 

gegen erfordern besondere Beachtung diejenigen und des andern StrahlenbÜSChels ; und 

Fälle, bei welchen rogeordnete Strahlen beider dabei muss die Reihenfolge der ent- 

iriÄtatir&ÄXil^^^^^^^ sprechenden ElemeBte in jedem der drei 

schiefen Lace zweier projektivischen Strahlen- CjCbllde jedesmal die gleiche werden ; 
büschel vorkommen, dass sie kein oder ein und ebenso muss die Trennung zweier 
oder zwei Paare von zugeordneten Parallel- Elemente durch zwei andere, wie in 

SÄteÄhlÄÄtJln'sJ^^^^^^^^^ «i?7 GeWlde, 80 in jedem andern 

alle Paare entsprechender Strahlen parallel WieaerKenren. 

sein, und man hätte einen besonderen Fall — Hierbei ist aber ein wichtiger unter- 

siehe die Aufigaben 63 bis 68 der Aufgaben- schied darnach ZU beobachten, ob die 

Sammlung am Schlüsse dieses Teils.) ^^j^^^ Scheitel S, und S, auf gleicher 

Erkl. 86. Die Reihenfolge der Elemente ?^^*^ ^5'^ auf ungleicher Seite von 

im Büschel s, der Figuren 16 und 16 ist beide der Graden t liegen. Im ersten Halle 
Male a,&,(2,c,/',a„ folglich auch bei der Punkt- (Figur 15) haben nämlich auch die ein- 
reihe ÄBDCFÄ und beim Büschel 5, ebenfalls ander zugeordneten Durchlauftmgsrich- 
o-Mc,Uav Dabei wird Büschel 5, jedesmal ^ ^^ ^j^i^^n Büschel um ihre 

111 der (positiven) Umlaufsrichtung gegen den ^ i. -^ ^ T • , tC. , "°^"^* . , . .,„ 

i'hrzeiger durchlaufen, für Büschel 5, aber ist Scheitel gleiche Richtung, im letzten 

in Figur 15 die entsprechende Umlaufarichtung Falle (Figur 16) entgegengesetzte 
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ebenfalls (positiv) gegen den Uhrzeiger, in 
Figur 16 dagegen f& fi^ (negativ) mit dem 
Uhrzeiger. Die Pank treibe t läuft dabei jedes- 
mal gleich mit jedem Büschel, aber der Unter- 
schied entsteht dadurch, dass die Scheitel 5, S^ 
in Figur 16 auf derselben Seite von t^ in 
Figur 16 auf entgegengesetzten Seiten von t 
liegen. (Würde man es nach Erkl. 69 für zu- 
lässig erklären, den einen Strahlenbüschel durch 
TJmklappung um die (Gerade t als Achse auf 
die entgegengesetzte Halbebene jenseits t zu 
übertragen, so würde sich auch dessen Umlaufs- 
richtung dabei in die entgegengesetzte ver- 
ändern.) 



Erkl» 87. Man erkennt ohne Mühe eine 
gewisse Uebereinstimmung oder ein gesetz- 
massiges Entsprechen in den Sätzen 1 und 2. 
Diese Gesetzmässigkeit wird später zum Gegen- 
stand ganz besonderer Untersuchung gemacht 
werden und bildet eine sehr wichtige Grund- 
lage der weiteren Betrachtungen. — Auch für 
Satz 2 ^ilt derselbe Zusammenhang zwischen 
perspektivischer Lage und dem Selbstentsprechen 
des gemeinsamen Strahls zweier Büschel, wie 
solches in Erkl. 81 über den Zusammenhang 
zwischen perspektivischer Lage und dem Selbst- 
entsprechen des gemeinsamen Punktes zweier 
Punktreihen ausgesagt wurde. 



Richtnng: man nennt sie im ersten 
Falle gleichlaufend oder gleichstimmig 
oder gleichsinnig, im zweiten Falle nn- 
gleichlanfend oder nngleichstimmig oder 
nngleichsinnig. 

6. Ueber die Behandlung besonderer 
Fälle der Figuren 15 und 16 sehe man 
wieder in der Aufgabensammlung am 
Schlüsse dieses Teils. 

7. Als wichtigstes Ergebnis bleiben 
die Sätze: 

Satz 2. Wenn zwei projektivisch 
verwandte Strahleubüschel sich 
in perspektivischer Lage befin- 
den, so erzeugen die Schnitt- 
punkte je zweier entsprechen- 
den Strahlen eine Punktreihe 
I. Ordnung, und die Verbindungs- 
gerade beider Scheitel ist ein selbst- 
entsprechender Strahl. 

Satz 8. Zwei Strahlenbüschel, 
welche beide mit derselben Punkt- 
reihe projektivisch in perspektivi- 
scher Lage sind, sind gleichlau- 
fend oder ungleichlaufend, je 
nachdem ihre Scheitel auf gleicher 
oder ungleicher Seite des Trä- 
gers der Punktreihe liegen. 



Figur 16. 



^OQ 




s^ /\ t X s^ 



Frage 28. Was ist zu sagen über 
ein ebenes System und einen pro- 
jektivisch verwandten Strahlen- 

?„**nlti»St'!Ä*^°'^T^' ""'Iffi'/'o Antwort. 1. Wenn die Ebene « 
m perspektivischer Lage befinden? „„^ 3^, Strahlenbündel S in Fig. 17 

projektiTisch in perspektivischer 
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ErkL 88. In Fignr 17 sind (aa) nnd (ha) 
die Schnittpunkte A nnd B der Geraden a nnd h 
mit Ebene er, {Sm) nnd {Sn) die Verbindnngs- 
ebenen /i nnd v des Pnnktes .S und der Geraden 
m nnd n. Die Ebenen ^ nnd v schneiden ein- 
ander in der Geraden a, Ebene v enthält die 
Geraden a, h nnd n, sowie die Parallele zn n 
durch S; Ebene /a enthält die Geraden m und a, 
welche beide dem Strahlenbüschel (8 m) an- 
gehören, sowie die Parallele zu m durch S. 
Nach dem unendlich fernen Pnnkt G 9:ehen die 
Gerade n und deren Parallele durch Sj nach F 
gehen die Gerade m, deren Parallele durch 5, 
sowie die beiden eingezeichneten Parallelen in 
der Ebene a. 

Erkl« 89. Legt man dnrch die Gerade b 
und jeden Punkt der Punktreihe m je eine 
Ebene, so entsteht ein Ebenen büschel mit 
der Geraden SB als Achse, von welchem je 
eine Ebene eine der Geraden des Büschels (Sm) 
enthält. Dieser Ebenenbüschel wird geschnitten 
von der Geraden m in einer Punktreihe der- 
art, dass jedem Punkt der Punktreihe die durch 
ihn gehende Ebene des Ebenenbüschels, und 
jeder Ebene des Ebenenbüschels ihr Schnitt- 
punkt mit der Geraden m entspricht. Man hat 
also projektivische Verwandtschaft mit 
perspektivischer Lage zwischen dem 
Ebenenbüschel (Achse b) und der Punkt- 
reihe m. Dem unendlich fernen Punkte F 
von m entspricht diejenige Ebene des Ebenen- 
büschels, welche durch b und F bestimmt ist, 
also die einzige durch Achse b zu legende 
Parallelebene zur Geraden m. Im übrigen 
selten für dieses Verhältnis zwischen Ebenen- 
oüschel und Punktreihe die analogen Beziehun- 
gen, die in Antwort auf Frage 26 zwischen 
Strahlenbüschel und Punktreihe gefunden waren. 

Erkl. 90. Legt man durch die Gerade b 
und jede Gerade des Strahlenbüschels B in a 
je eine Ebene, so entsteht wieder derselbe 
Ebenenbüschel mit Achse SB. Dieser Ebenen- 
büschel wird geschnitten von der Ebene a in 
dem Strahlenbüschel derart, dass jedem Strahl 
des Strahlenbüschels die durch ihn und die 
Achse SB gehende Ebene des Ebenenbüschels, 
und jeder Ebene des Ebenenbüschels die Schnitt- 



Lage sind, so entspricht jedem Punkte 
Ä der Ebene a die Verbindungs- 
geradeSJl als Strahl des Bundeis und 
umgekehrt jedem Strahle b des Bün- 
dels der Schnittpunkt (ba) als Pnnkt 
B der Ebene — jeder Geraden m 
der Ebene die Ebene (Sm) als Ebene 
iu des Bündels und umgekdM jeder 
Ebene v des Bündels ihre Schnittkante 
(va) mit der Ebene « als Strahl n der 
Ebene. Einer Punktreihe m der Ebene 
entspricht der Strahlenbüschel (Sm) 
des Bündels in der Ebene fiy und um- 
gekehrt; einem Strahlenbüschel B 
der Ebene entspricht der Ebenen- 
büschel mit Achse SB im Bündel^ 
und umgekehrt 

2. Einem unendlich fem liegenden 
Punkte F der Ebene a entspricht der 
nach demselben unendlich fernen Punkt 
i^ gehende Strahl durch S: derselbe liegt 
in jeder der sämtlichen Ebenen durch S 
und eine beliebige Gerade in a, welche 
nach demselben Punkte F geht. Da 
man angenommen hatte, dass sämt- 
liche unendlich fernen Punkte 
der Ebene a eine einzige unend- 
lich fern liegende Gerade f er- 
füllen, so muss man auch annehment 
dass sämtliche Parallelstrahlen 
durch S zu irgend welchen Geraden in 
der Ebene a eine einzige Ebene er- 
füllen, welche durch S zur Ebene ff 
parallel gelegt werden kann; denn alle 
diese Strahlen gehören derjenigen Ebene 
an, welche bestimmt ist durch den 
Punkt S und jene unendlich ferne Gerade. 

3. Aus der vorigen Ueberlegung folgt, 
dass wenn statt der Ebene a die un- 
endlich ferne Ebene des Raumes 
genommen wird, auch dann jeder unend- 
lich ferne Punkt durch einen Strahl 
des Strahlenbündels, jede unendlich ferne 
Gerade durch eine Ebene des Strahlen- 
bündels projiziert wird, und umgekehrt. 
Daher wird auch ein unendlich ferner 
Punkt in der Zeichnung nur angegeben 
werden können durch die Richtung 
einer ihn projizierenden Geraden, eine 
unendlich ferne Gerade durch die Stel- 
lung einer sie projizierenden Ebene. 
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gerade mit der Ebene a entspricht. Man hat 4 Denkt man sich in der Ebene a 

^llJtl%\t\[li^^^^^ <*i« Figur 15 oder 16 und projiziert die- 

perspeKtiviscner Läse zwischen dem ,. ° a 1. »i. i o j ox 11 i.^* 

Ebenenbüschel (Achse h) nnd dem s^lbe vom Scheitel S des Strahlenbfln- 

Strahlenbflsehel B. Auch hier gelten in dels aus, SO wird der Strahlenbfischel S^ 

Beeng auf Reihenfolge der Elemente, Umlaufs- projiziert als Ebenen büschel mit 

^^^'''^L^^T^.^'L'^'vr^^^ ^^^^^ 'SS,, der Strahlenbfischel S, als 

gen, wie in Antwort auf Frage 25 zwischen -r^u^^v vi -xai. 00 * j 

Strahlenbtlschel und Punktreihe gefunden wur- Ebenenbuschel mit Ache SS^, und 

den. zwar derart, dass jeder Ebene des einen 

Ebenenbüschels zunächst ein bestimmter 

ErkJ. 91. Sutt den Ebenenbüschel mit Punkt der Punktreihe ty und durch Ver- 

Ä"" i^J^^ ^11 ^^J^l^o^^^'täl^^^^ mittelung dieses Punktes dann diejenige 

B in Ebene a zu beziehen, hatte man den- -r^. «^ ^ t;,, , .. , y ^. 
selben auch auf den Strahlenbüschel (Sm) mit ^^^^ des andern Ebenenbuschels ent- 
Scheitel 8 in Ebene fi beziehen können. Und spncht, welche durch denselben Punkt 
das wäre ohne jeden wesentlichen Unterschied der Punktreihe t hindurchgeht Man hat 

SÄ feXÄlten EbSbEreÄ ^ projektiyische Verwandtschaft 

Achse h als ursprünglich vorhandenes Gebilde ^^ perspektivischer Lage zwischen 

der Figur 17, so würde dieser Ebenenbüschel zwei Ebenenbüscheln, welche beide 

ganz gleichwertig geschnitten von der Ebene « demselben Bündel apgehöreu; und 

Sf^'i.iI^Kfl^\'i « /'io^ •H?''"-«^!!;!/!' diese Verwandtschaft ist zunächst ver- 

Strahlenbüschel B ausgeschnitten, m letzterer »xx ix ^ u j« -n ix «v ^ xr 

der Strahlenbüschel (Sm) - es tauschen aho mittelt durch die Punktreihe t. - Nun 

nnr die Elemente B und a mit 5 und ^. Wird aber die Gerade t in a vom Scheitel 

S des Bundeis selbst auch projiziert 

Erkl. 92. Mit dem Ebenenbüschel {SB) ^^rch eine Ebene (Sth und die auf t 

sind eine ganze Anzahl von Punktreihen und , ^ 1 x ^«u x • j •• • _x 

von Strahlenbüscheln proiektivisch in perspek- gelegene Punktreihe t wird projiziert 

tivischer Lage. AUe diese Gebilde sind folg- durch einen m dieser Ebene liegenden 

lieh untereinander ebenfalls projektivisch Strahlenbüschel (St) derart, dass 

verwandt, nicht aber alle in perspektivischer jeder Ebene eines der vorigen Ebenen- 

Li^e. So sind z. B. Strahlen büschel B und t«„^i ^1 ^. ^ u ^i x a u -xx j • 

pSktreihe m in perspektivischer Lage, ebenso büschel eine bestimmte Schnittgerade m 
Strahlenbüschel B und Punktreihe m' (m')(w), der Ebene (St), und vermittelst dieser 
weil die Gebilde jeweils derselben Ebene a an- Geraden dann diejenige Ebene des an- 
gehören. Nicht in perspektivischer Lage aber ^ern Ebenenbüschels entspricht, welche 

befinden sich wesren des Fehlens der letzteren ^ 1 ^* n r^ j ^ ox li 

Eigenschaft die Strahlenbüschel B und (5m), «urch dieselbe Gerade des Strahlen- 

obwohl je zwei entsprechende Strahlen einander btischels (St) hindurchgeht. 

im gleichen Punkte der Punktreihe m treffen. 5. Den beiden Ebenenbüscheln (SSj 

^i:^:S^i'^^'Axäi^tiiyZ «°^^«^V ist gemeinsam die Ebene 

Punktreihe m', weil beide Gebilde verschie- durch die beiden Geraden bb^ und 0Ö3, 

denen Ebenen angehören. und da von dieser Ebene SS^S^ auch 

» .-, A.« T^ ^,. ,. ^ « , ^ niir ßine einzige Gerade d,. der Ebene 

Erkl. 98. Dem uuendhch fernen Punkt der ^ o«c,i»öa/.K«iff^« «nV/i e/v lof a\o, t^Kati^^ 

Punktreihe i in Ebene a in Fig. 15 und 16 ent- «ausgeschnitten Wird, SO ist die Ebene 

spricht bei Projektion vom Scheitel 8 des Bttn- '^ ^1 ^^2 ^^^^ Selbsten tsprechende 

dels (der Figur 17) sowohl im Ebenenbüschel S^iS], Ebene. Man erhält daher auch hier 

als im Ebenenbüschel Äfii eine Ebene, welche wieder den dem Satz 2 analogen Satz: 

zur Geraden t parallel ist, nämlich im Ebenen- « x ^ ttt • • 1 x • 

büschel (SS,) die Ebene (.syj, im Ebenen- . Satz 4. Wenn zwei projekti- 
büschel (S8^) die Ebene (s/",). Jede dieser visch verwandte Ebenenbttschel 

beiden Ebenen enthält den Punkt S und den sich in perspektivischer Lage 

unendlich fernen Punkt i^ /olglich auch die befinden, SO erzeugen die Schnitt- 

Verbindnngsgerade SF. und demnach schneiden j ' . P , ^ 

diese beiden Ebenen einander in der Geraden geraden je zweier entsprechen- 

5^'ll 'IIA II A 1 ^eil alle diese Geraden durch den Ebenen einen Strahlen- 

denselben unendlich fernen Punkt F hindurch- büschel I. Klasse, und die Ver- 
gehen. Jede andere Scbnittgerade zweier en^^ bindungsebene beider Büschel- 
sprechenden Ebenen der beiden Ebenenbuschel , •^•^lui.x u j 

trifft die Gerade t und damit die Ebene « im achsenisteineselbstentsprechende 

Endlichen. Ebene. 

Sachs, Projektivische ^neuere) Geometrie. I. Teil. 3 
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Bei der Beziehung der beiden Ebenenbüschel 6. Ein dem Satz 3 analoger Satz er- 

^^''f 1% ^p"^ J^?u ^^'^^lÄJ* n 1^'^ gibt sich für die Ebenenbüschel SS, 

statt dnich die Fonktreihe tn fällt die Unter- ^ ^ oo x • • t* 
Scheidung der Parallelen zu m nicht auf. Man «^^d SS^ nur unter einer gewissen Be- 
erkennt daran, dase diese Beziehung auch keine schränkung Über die Richtung, in welcher 

wesentliche Lagebeziehung der Ebenenbüschel die Achse des Büschels gesehen werden 

S5 und ÄS, ist, sondern nur durch die be- ^^^ Betrachtet man nftmUch die in 

sondere Art der Herstellung der Verwandtschaft -rr«' i /% • i. x ttiu j -du 

sich bemerkbar macht. Flg. 10 gezeichneten Ebenen des Ebenen- 

^ »., ^« TT X ,.. 3 büschels MN von M aus mit der Seh- 

ErU. 98a. Untersucht man, was in den ^^x^i.„^^ juxr ^r^ ^r.^^4' Ai^ T\^^-u^-m.^ o .a 

vorigen Betrachtungen das WeseLtliche ist für nchtung MN, SO geht die Drehung aßyö 

die HersteUung der projektivischen Verwandt- Mit dem Uhrzeiger; betrachtet man Oie- 

schaft zweier Ebenenbüschel in perspektivischer selben Ebenen aber VOn N aus mit der 

Lage, so erkennt man, dass ausser den beiden SehrichtunR NM, SO erscheint dieselbe 

Achsen SS. und SS^, welche einander •Dr^iu^^f^^^ .oji «i« TUt^i,»««^ ^\4^ Aa»x 

schneiden'müssen, noch iigend eine Ebene Reihenfolge ayßd als Drehung mit dem 

T oder (50 durch diesen Schnittpunkt s er- Uhrzeiger. Wenn daher auch die 

forderlich ist. In dieser Ebene kann man dann Drehungsrichtung der Ebenenbüscbe] 

entweder eine beliebige Gerade Jf «nr Ver- gg ^^^ gg ^ ^igm 15 als gleich, 

mittlung verwenden, oder den Strahlenbüschel • 131:««,« tc «i« «^^i^i^i, ^•w^.^Wt.f ca 

(SO mit Scheitel S. Man hat also entweder: J» ^«^ ^^ als ungleich erscheint SO 

(SS,)y^tj^(SS^),oAeT(SS,)^(St)y^(SS^, l^ann man auch die umgekehrte An- 
sind in beiden Fällen die Folgerung: schauung erhalten, wenn man in Fig. 15 

(SS^) Y\ (S5,). und 16 etwa für den Büschel SS^ statt 

Erkl. 94. Im Punkte S der Ebene r schnei- J% Sehrichtung SS, die Sehrichtung 

den einander die Achsen SÄj und SS, der Ebenen- ^2^^ »eben der gleichbleibenden beH- 

büBchel in der Weise, dass von jeder Geraden richtung SS^ Wählt. Dann erscheinen 

ein Halbstrahl diesseits und ein Halbstrahl jen- die Büschel in Figur 15 ungleichlaufend. 

seits der Ebene t liegt. Nimmt man dann als i« pSanr Iß crlAiphlfliifpiifl 

Sehrichtungen für die beiden Ebenenbüschel ^^ ^^^^ ^^ gieicniauiena. 
vom Punkte S aus solche zwei Halbstrahlen 
beider Achsen, welche sich auf gleicher Seite 
von r befinden, so erscheinen die Ebenenbüschel 
gleichlaufend; nimmt man -dagegen solche 
zwei Halbstrahlen beider Achsen, welche sich 
auf ungleichen Seiten von t befinden, so er- 
scheinen die Ebenenbüschel ungleichlaufend: 
und zwar beides sowohl für Figur 15 als 16. 
(Vergleiche die Betrachtungsweise der Uhr- 
zeigerdrehung von der Vorderseite oder Rück- 
seite des Ziiferblattes in Erkl. 74.) 

Frage 29, Was ist zu sagen über 
zwei ebene Systeme, welche projek- 

tivisch verwandt sind und sich in Antwort. 1. Wenn die Ebenen e, 

perspektivischer Lage befinden? ^^^ ^^ j^ Yigiiv 18 die Träger zweier 

projektivisch verwandten ebenen 

Erkl. 05. Die Punkte £, ^ f der Fig. 18 Systeme in perspektivischer Lage 

Bind als gemeinsame und znirleicn selbstent- .*', i.-i.f-j n ui^ Aar 

sprechende Punkte beider Ebenen dnrch Doppel- SH»d, SO entspncht jedem Punkte dei 

Ziffern bezeichnet, ebenso die Kante 9„ als selbst- einen Ebene derjenige Punkt der an- 

entsprechende Gerade beider Ebenen. — Beiden dem Ebene, welcher auf demselben 

durch Punkt S und entsprechende Strecken bei- g^rahle durch den Scheitel des projizie- 

5ÄÄC SiSÄu^nl'S;^: renden Bündels S liegt: also dem Punkte 

ja keine andere Ebene durch den Punkt S und A^ in Si der Schnittpunkt A, des Stranies 

die beiderlei Punkte AB möglich ist. — Dass SA. mit £2, dem Punkte -ßg in «j der 

solche Geraden A.B, uQd A,B, durch den Schnittpunkt J5. des Strahles S5, mit «1 

gleichen Punkt auf q gehen müssen, folgt ganz -r^. x. j * j • t:^u^«« ani^ 

allgemein aus der Thatsache, dass drei Ebenen Einer Geraden der emen Ebene ell^ 

einen Punkt gemeinsam haben, der auf allen Spricht diejenige Gerade der andern 
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Figur 18. 




«1 A ^ Ä <»• 



drei Schnittkanten liegt. Die drei Ebenen c^ e, 
und SAB haben als Schnittkanten: fCLr e, £, 
die Kante q, für c, und SAB die Kante A^B,, 
für e, ttnd SAB die Kante A^B^. Folglich 
müssen diese drei Kanten q, A^B^nnd A^B^ 
durch den gemeinsamen Pnnkt K der drei 
Ebenen gehen. 

ErkL 96« Der nnendlich ferne Pnnkt der 
Geraden ^, C, in Figur 18 ist bezeichnet als 
Fy Derselbe wird projiidert (durch die Parallele 
zu A^C^ durch S) nach F., einem Punkte auf 
fij nämlich dem Schnittpunkte von /, mit A^ C,, 
weil F^ der Schnittpunkt von A^ C, mit der un- 
endlich fernen Geraden f, ist. Ebenso wird G^y 
der unendlich ferne Punkt von A^C^, projiziert 
(durch die durch S gelegte Parallele zu A^ C,) 
nach einem Punkte von g^, nämlich dem Schnitt- 
punkte von ^j mit A^ C, , weil G^ der Schnitt- 
punkt von AfC^ mit g^ ist. Zieht man also in 
der Figur die Geraden SF^ und 5(7^, so bilden 
diese mit EA^C^ und EA^C^ ein Parallelo- 
gramm. — Die ganze Gerade f^ wird projiziert 
durch die Ebene /^ II c, , g^ durch die Ebene 
v\\%Y Da beide Ebenen ^ und v durch S gehen, 
so mnss auch ihre Schnittkante durch S geheui 
und zwar muss sie parallel zu q sein; denn 
M ^nd fj haben alle ihre unendlich fernen 
Punkte gemeinsam (gehen durch dieselbe un- 
endlich ferne Gerade), v und c^ ebenfalls, und 
der unendlich ferne Punkt von q ist der einzige 
Punkt, den diese beiden unendlich fernen Ge- 
raden gemeinsam haben, also haben ihn auch 
gemeinsam die vier Ebenen /ivf^c,. 

Erkl. 97. Die Untersuchung in nebenstehen- 
der Antwort ist die einzige räumliche Be- 
trachtung, welche in Verbindung mit der am 
^^hlusse (6) genannten Anwendung notwen- 



Ebene, welche in derselben Ebene durch 
den Scheitel des projizierenden Bündels 
S liegt: also der Geraden A^B^ in b^ 
die Schnittgerade A^B^ der Ebene SAB 
mit e^, der Geraden B^C^ in e^ die 
Schnittgerade B^C^ der Ebene SBC 
mit £i (siehe Figur 18). 

2. Die Ebenen e^ und e^ schneiden 
einander in der Kante q. Jeder einzelne 
Punkt dieser Kante ist ein gemein- 
samer Punkt beider Ebenen; der durch 
ihn gehende einzige Strahl des Bfindels 
S trifft die zweite Ebene im gleichen 
Punkte, also ist jeder Punkt der Kante 
ein selbstentsprechender Punkt 
beider ebenen Systeme. — Die Kante q 
als ganze Gerade oder als Strahl ist 
ebenfalls eine gemeinsame Gerade 
beider Ebenen; die durch sie gelegte 
einzige Ebene des Bündels S trifft die 
zweite Ebene in derselben Geraden 5, 
also ist diese Schnittgerade der Ebenen 
e^ und £2 ^1116 (lind zwar die einzige) 
selbstentsprechende Gerade beider 
ebenen Systeme, 

3. Da jede beliebige Gerade einer 
jeden der beiden Ebenen irgendwo durch 
die Kante q hindurchgehen muss und 
doch je zwei zugeordnete Geraden in 
gleicher Ebene durch S liegen müssen, 
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diger Weise zam Verständnis der Lehre von so mfissen solche zwei entsprechenden 

den ebenen Kurven des zweiten Grades, im Geraden A.B. und A.B. beide durch 

besondem von den „harmonischen Gebilden'', j . . ^t^*^ 1 4. t^ j» tt x v 

beigezogen werden muss. Die übrigen Erör- denjenigen Punkt Ä der Kante j hm- 

terungen räumlicher Beziehungen bilden eine durchgehen, lU welchem die projizierende 

wertvolle Erweiterung zu jenen in der Ebene, Ebene {SAB) von der Kante q durch- 

sowie die Grundlage für (üe Lehre von den ^^hrt wird, d. h. je zwei entspre- 

Flächen zweiten Grades, können aber völbg ^x^^^^^ n.«««^«« l^i.^« a^^^\. a^^ 

beiseite gelassen werden, wenn man sich auf chende Geraden gehen durch den- 

die projektivische Geometrie der Ebene be- selben Punkt der Kante. 

schränken will. ^ Sämtüche unendUch fernen Punkia 

Erkl. 98. Da der Scheitel des Bündels 8 der Ebene e, erfüllen die unendlich 

in Figur 18 sich im Nebenwinkel des Flächen- ferne Gerade f^ der Ebene e^ und wer- 

winkels der beiden Dreiecke ^j^jC, und ^B,c, den projiziert durch die Parallelebene 

befindet , 80 muss für jedes Paar zugeord- ^^ ^urch S. Die Ebene e. wird voll 

neter Piinktreihen in c, und e«, welches j* ^ -n n 1 r. i. «^f • 

durch eine Ebene durch S alisgeschnitten wird, «^eser Paralldebeue geschnitten in einer 

die in Erkl. 79 und 80 besprochene Erscheinung Geraden f^ ; diese Gerade enthält alle 

auftreten: Im Winkel A^EA^ nämlich und in Punkte VOU «j, welche den Unendlich 

seinem Scheitelwinkel wird die Durchlaufungs- fen^^^ Punkten VOn e, zugeordnet sind, 
ricbtung der entsprechenden Punktreihen , •^•xj«^«^« V«^j^ 

gleiche Richtung vom oder zum Kantenschnitt- ^^^ »^^ »S* diejenige Gerade von £•, 

punkt aufweisen, dagegen im Winkel Ä^EG, welche der unendlich fernen Geraden 

und dessen Scheitelwinkel die entgegen- von €, zugeordnet ist: sie heisst Flu ch t- 

gesetzte phtung in Be^ig auf den K^^^^ ünie oder Gegeuachse. — Ebenso 

Schnittpunkt. Und im letztgenannten Winkel- j « xv v. jr u r ««t* m, 

räume befindet sich der Prijektionsscheitel S, werden sämtliche unendlich fernen Punkte 

von 62 *^^ <i6r unendlich fernen Gera- 

Krkl. 99. Aus der Zusammenstellung in den (/g dieser Ebene projiziert durch die 

Antwort auf Frage 28 geht die in nebensteTien- ParaUelebeue ZU 6, dui'ch S nach den 

der Antwort betrachtete Beziehung hervor, wenn -n 1 * • n j ^^ ^1 i ^ 

durch ein Bündel zwei Ebenen zugeordnet ^^^^^^^ «1^«^ Geraden ^1 VOU c^, welche 

werden; ebenso kann man aber auch die andere selbst die entsprechende ZU jener unend- 

Beziehung daraus hervorgehen lassen, dass man lieh fernen Geraden g^ darstellt, und 

nämlich durch eine Ebene zwei Bändel ^ie Gegeuachse oder Fluchtlinie in e, 

einander zuordnet. Dadurch erhält man zwei 1 • . ' 

projektivisch verwandte Strahlenbttn- "^^SST* 

äfM''/^-7®Vi^''^^^®''--^''^V\, i^^^^T ß- Jeder Punktreihe der einen 

Strahl oder jeder Ebene des einen Bündels ent- -n,, ^ . »i.. . Tfc«^ii.«iu j^ 

spricht der Strahl oder die Ebene des andern ^^^^^ entspricht eine Puuktreihe der 

nach dem Schnittpunkte oder der Schnittgeraden andern Ebene, jedem Strahlenbüschel 

mit der vermittelnden Ebene. Als gemein- der einen ein Strahlenbüschel der 

sames und zudeich selbstentsprechendes andern; ebenso jeder beUebigeu Figur 

Gebilde erscheint der Strahl, welcher beide j • ' -nx. • i • u ^ xi- 

Bändelscheitel verbindet, und der ganze Ehe- ^^^ einen Ebene eine gleichartige Figur 

nenbüschel, welcher diesen Strahl zur Achse der andern. Für alle aber gilt der dem 

hat. Entsprechende Ebenen sind auch die Satz 4 entsprechende Satz: 
Parallelebenen durch 8^ und S^ zur vermitteln- 
den Ebene, und entsprechende Strahlen die 

Parallelgeraden durch 6\ und S, in diesen bei- Satz 4a. Wenn zwei projek- 

den Ebenen Je zwei entsprechende Strahlen- tivisch verwandte ebenen Sv- 

btischel beider Bündel werden gleichlautend . ^» i. • ^ ^ui.*-,: ul« 

oder ungleichlaufend, wenn die Bündelscheitel S^eme Sich m perspektivischer 
auf gleicher oder ungleicher Seite der vermitteln- Lage befinden, SO gehen die Ver- 
den Ebene liegen. bindungsgeraden je zweier ent- 
n M IAA T. u «* TT . V sprechenden Punkte durch einen 

Erkl« 100« Durch spätere Untersuchungen tT ij. ji- ^ j:^oi.«.'i.* 

wird sich die Möglichkeit ergeben, innerhalb Punkt, und liegen die Schnitt- 
einer Ebene, etwa «,, eine Zuordnung zwischen punkte je zweier entsprechen- 
Punkten und Geraden so herzustellen, dass jedem den Geraden auf einer Geraden. 
Punkte eine Gerade, jeder Geraden ein Punkt nämlich der Schnittkante beider Ebe- 

entspricht, jedem Strahlenbüschel eine Punkt- ^ -n:««^ o^i.«'i.4.u«^x^ v »j^ m^s 

reihe, und umgekehrt. Die grundlegende Be- »en. Diese Schnittkante beider Trä- 

ziehung hierfür ist jene der „Polaritäf* unter ger ist eine selbstentsprechende 
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Benützung einer beliebigen Kurve zweiten Gra- Gerade, jeder ihrer Punkte ein 
des; zweierlei Herstellungen solcher Beziehung selbstentsprechender Pttnkt 
ohne Kurve finden sich m den Aufgaben 56 ^**uoi^*^vix*>*tvi^x x ujah^u. 

nnd 69 der Aufgabensammlung am Schlüsse 6. Wird in Fig. 18 davon abgesehen, 

dieses Teiles. ^g ^^ Zeichnung zwei in verschie- 

Erkl. 101. Denkt man sich dann in Ebene denen Ebenen e^ und e^ liegende Figuren 

€j, worin erst beiderlei Figuren nach Erkl. 100 A^B^C^ und A^B^C^ bedeuten SoU, 

entstanden waren, etwa nur die aus Punkten und betrachtet man diese Zeichnung als 

entstandenen Figuren belassen, dagegen die aus ^^s, was sie wirklich darstellt, näm- 

Geraden entstandenen Figuren herausgedreht ,. , ' . »^ . " * ^ «»^ov^axi/, u»iu 

oder aufgeklappt um Kante q der Pi^nr 18 ^^ zwei Dreiecke A^B^C^ und A^B^C^ 

in die Ebene f,, so sind Cj und f, zwei pro- in gleicher Zeichnungs-Ebene, so bleibt 

jektivisch verwandte ebene Systeme von die Eigenschaft bestehen, dass die Ver- 

^l^.^J?«r«^?nl^ß^^^^^^ bindungsgeraden je zweier ent- 

der einen eine Gerade der andern ent- 1. ? -rfc lA j 1 

spricht, und umgekehrt (Nro. 10 der Erkl. 60). sprechenden Punkte durch einen 

— StrahlenbOndel ^ der Figur 18, bezogen nur Punkt S gehen, und die Schnitt- 
auf die zweite Ebene f„ liefert dann zwischen punkte je zweier entsprechenden 

f ™«^'t.*/S^?t ®.'5««\i?/ni^''w«™^ Geraden auf einer Geraden q lie- 

V erwanatscnait eines ebenen Systems ^, x -ru \^ a 

mit einem Bündel von der Art, dass jedem g^n. Man nennt Figuren Ton dieSer 

Punkte der Ebene € eine Ebene in S, Eigenschaft auch dann noch perspek- 

jeder Geraden in € eine Gerade in 5 tivisch, oder auch collinear: der Punkt 

'''*Ä^™f«^,«^^^^^^^^ S und die Gerade 2 heissen Colli- 

— Wählt man zu f, den liünael S als & und .. v'^i j/>iii- x* 
ausserdem auch noch «u €, einen Bündel^^, so neatlOUSSCheitel und Colliueations- 

liefem s, und s, projektivische Verwandt- achse. Dieser Fall tritt ein, wenn etwa 

Schaft zweier Strahlenbündel von der die beiden Ebenen e^ und c, durch üm- 

Art, dass jeder Geraden des einen Bün- ilrphnno' nm dip fJ-PrÄHp n aU Arhsp 

dels ein« Ebene des andern zugeordnet ö^®^^^? "™ Qie l^eraue 5 aiS ACÜSe 

ist, und mmgekehrt (Nro. 11 der Erkl. 60). - zum Zusammenfallen gebracht werden: 

Denn zu einer Geraden in S^ gehört ein Punkt aber auch umgekehrt kann man gege- 

in «p hierzu eine Gerade in «„ und hierzu eine benen Falles zum Studium derartiger 

rX^lÄ^dlt"?: weä" ÄS (collinearer) Figuren durch „Aufklappen" 

in f„ hierzu eine Gerade in s^. - Wie schon der einen Figur um die Achse q die- 

oben angedeutet, bedarf es aber zu genauerer jenige gegenseitige Lage erzeugen, 

Behandlung dieser drei letztgenannten eigenarti- dass die vorher in gleicher Ebene lie- 

fi;fot%"e?raTi?scWtrreSÄ ^'i^f ^''^r "T''^'' ^" ir ^?'- 

bezeichnet, mehrerer vermittelnden Zwischen- SChiedenen Ebenen liegen, welche eiu- 

gebilde, und in einem derselben noch jener be- ander in q schneiden , und durch den 

sondern Operation, zu deren Herstellung ent- Bündel mit Scheitel S aufeinander pro- 

weder eine Kurve zweiten Grades, oder eine ijgiert werden 

ganze Reihe von weiteren Vermittlungsgebilden ^ 

erforderlich ist. 

Frage 30. Wie lassen sich die bis- 
herigen Ergebnisse über projektivisch 

vei-wandteQebilde in perspektivischer Antwort. Als allgemein gültiges 

Lage zusammenfassen? Ergebnis der bisherigen Untersuchungen 

kann man die Sätze aufstellen: 

Erkl. 102. In „vereinigter Lage« be- Satz 5. Wenn zwei ungleich- 

find et sich ein Punkt mit einer Geraden oder artige Gebilde projektivisch ver- 

üiOene, wenn einerseits der Punkt in der Ge- ,? . 1 x« • v t 

raden oder Ebene liegt, also anderseits die wandt in perspektivischer Lage 
Gerade oder Ebene durch den Punkt hin- sind, SO befinden sich alle Paare zu- 
durchgeht; ebenso befindet sich eine Ebene geordneter Elemente beider Gebilde 

Kl'^^''' ^''•^'' ""'-^/'i^^^^^ miteinander in vereinigter Lage 

vseraden, wenn einerseits die Ebene den Punkt , , . R v.'\a 

oder die Gerade enthält, also andererseits der ^^d erzeugen kein neues Gebüde. — 
Punkt oder die Gerade in der Ebene liegt. Wenn zwei gleichartige Gebilde 



38 



Projektivische (neuere) Geometrie. — I. Teil 



Erkl. 108« Wenn zwei projektivisch 
verwandte Gebilde (beliebiger Stufe) sich 
in perspektivischer Lage befinden, so ist 
das von den entsprechenden Elementen erzeugte 
Gebilde stets vom ersten Grade; wenn die Ge- 
bilde sich aber nicht in perspektivischer, son- 
dern in schiefer Lage befinden, so entstehen 
als Erzeugnisse je zweier entsprechen- 
den Elemente beider Gebilde neue Gebilde 
zweiten Grades; und eben diese Gebilde 
bilden einen Hauptgegenstand der Untersuchun- 
gen der projektivii^en Geometrie. Man kann 
diese Erzeugnisse folgendermassen in Gruppen 
zusammenfassen (wobei die beigesetzten Ziffern 
die bereits in Erkl. 60 gebrauchten Beziehungen 
andeuten) : 



projektivisch verwandt in perspek- 
tivischer Lage sind, so befinden 
sich je zwei zugeordnete Ele- 
mente beider Gebilde in vereinigter 
Lage mit demselben Elemente 
eines einzigen dritten Gebildes 
von ungleicher Art, welches als 
das Erzeugnis entsprechender 
Elemente beider Gebilde anzu- 
sehen ist; — und die gemeinsamen 
Elemente der beiden Gebilde 
sind sich selbst entsprechend. 



la) Zwei projektivisch verwandte Punktreihen (2) in derselben Ebene in schiefer 
Lage erzengen durch die (ooi) Verbindungsgeraden entsprechender Pankte 
einen Strahlenbüschel IL Klasse (bei perspektivischer Lage: von L Klasse). 

Ib) Zwei projektivisch verwandte Strahlenbüschel (3) in derselben Ebene in schiefer 
Lage erzeugen durch die (ooi) Schnittpunkte entsprechender Strahlen eine 
Punktreihe IL Ordnung (bei perspekMvischer Lage: von L Ordnung). 

Ic) Ein Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel (6), welche projektivisch verwandt 
sind und beliebig im Baume liegen, erzeuffen durch die (odI) Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen und Ebenen ebenfalls eine Punktreihe IL Ordnung. 

IIa) Zwei projektivisch verwandte Ebenenbüschel (7) mit schneidenden Achsen in 
schiefer Lage erzengen durch die (odI) Schnittgeraden entsprechender Ebe- 
nen eine Kegelfläche IL Grades (bei perspektivischer Lage: StrahlenbtLsehel 
I. Klasse). 

IIb) Zwei projektivisch verwandte Strahlenbüschel (3) in verschiedenen Ebenen 
mit gemeinsamem Scheitel erzeugen durch die (ooi) Verbindungsebenen ent- 
sprechender Strahlen einen Ebenenbüschel IL Klasse. 

II c) Ein Strahlenbüschel und eine Punktreihe (1), welche projektivisch verwandt sind 
und beliebig im Baume liegen, erzeugen durch die (ooi) Verbindungsebenen 
entsprechender Strahlen und Punkte ebenfalls einen Ebenenbüsehel IL Klasse. 

Illa) Zwei projektivisch verwandte Punktreihen (2), welche beliebig im Baume liegen, 
erzeugen durch die (go^) Verbindungsgeraden entsprechender Punkte eine 
„Begelfläche". 

inb) Zwei projektivisch verwandte Ebenenbüschel (7), welche beliebig im Baume liegen, 
erzeugen durch die (od') Schnittgeraden entsprechender Ebenen ebenfalls eine 
„Begelfläche''. 

IVa) Zwei reciproke projektivisch verwandte Strahlenbündel (11) erzengen durch die 
(ooS) Schnittpunkte entsprechender Strahlen und Ebenen eine Fläche 
IL Ordnung. 

IV b) Zwei reciproke proiektivisch verwandte ebenen Systeme (10) erzeu|;en durch die 
(oo2) Verbindungsebenen entsprechender Punkte und Ebenen einen Ebenen- 
bündel IL Klasse. 

V) Keine neuen Gebilde werden erzeugt bei projektivischer Verwandtschaft in schiefer 
Lage zwischen einer Punktreihe und Qinem Strahlenbüschel (1) in gleicher 
Ebene (II c), zwischen zwei Strahlenbüscheln (3) in beliebiger Lage im Baume, 
zwischen einer Punktreihe und einem Ebenenbüschel (5) und zwischen einem 
ebenen System und einem Strahlenbündel (12), welche reciprok verwandt sind. 

VI) Gebilde höherer Arten (Strahlensysteme, Nullsysteme etc.) entstehen bei projektivischer 
Verwandtschaft zvrischen zwei ebenen Systemen (8) (bei perspektivischer Lage ein 
Strahlenbündel), zwischen einem ebenen System und einem Strahlenbündel (4K 
oder zwischen zwei Strahlenbündeln (9) (bei perspektivischer Lage ein ebenes Sy- 
stem), und zwischen räumlichen Systemen. 
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Figur 19. 




^1 Ä ^1 A 'o A 5« A ^• 



Frage 81. Was fttr Einzelheiten 
ergibt die Betrachtung zweier projek- 
tiviseh verwandten Punktreihen 
in schiefer Lage? 



Erkl. 104. Es kann dem Studierenden nicht 
genug anempfohlen werden, die ZeichüDungen 
der projektivischen Geometrie überhaupt, ganz 
besonders aber so grundleffende Figuren, wie 
die beiden Figuren 19 und 20, recht vielfach 
mit stetigen Abftndemngen der gegenseitigen 
Lage der bestimmenden Elemente zu wieder- 
holen, wohl auch ohne Nachahmung der Vor- 
lage im Buch bloss nach dem Texte selbständig 
zu entwerfen, und dadurch sich recht innig ver- 
traut zu machen mit dem Gegenstande, und sich 
die Anschauungsweise der neuen Disziplin voll- 
ständig EU eigen zu machen. 

ErkL 106. In Figur 19 und 20 ist eine 
Unterscheidung der Strahlen beider Büschel S^ 
und 5, dadurch herbeigeführt, dass die einen 
aus kurzen, die andern aus längeren Strichen 
zusammengesetzt werden. Fttr eine selbständig 
zu entwerfende Figur ist es ein sehr willkom- 
menes Hilfsmittel, die beiden zusammengehörigen 
Gebildepaare t^ und S^ bezw. /, und S^ dadurch 
gegeneinander hervorzuheben, dass man ver- 
schiedene Farben anwendet, also z.B. t^ und 
die Strahlen von S^ mit roter Farbe zeichnet, t^ 
und die Strahlen von S^ mit blauer Farbe, da- 
gegen das Zwischengebildc t^ (Figur 19) bezw. 
S^ (Figur 20) etwa mit schwarzer Farbe. Dann 
kann man eine grosse Zahl von zugehörigen 
Elementepaaren konstruieren, ohne dass die 
Figiir die Uebersichtlichkeit einbüsst, was bei 
gleicher Farbe einer so grossen Zahl von Li- 
nien nicht zu vermeiden wäre. 



Antwort. 1. Sind t^ und t^ in 
Figur 19 die Träger zweier Punkt- 
reihen, Sj und S^ die Scheitel zweier 
Strahlenbüschel, welche mit t^ und t^ 
in perspektivischer Lage projektivisch 
verwandt sein sollen, und Iq der Träger 
einer Punktreihe, durch welche die 
Büschel S^ und S^ einander zugeordnet 
werden sollen, so ist die Beäenfolge 
der Projektionen oder der projektivischen 
Verwandtschaften in perspektivischer 
Lage: _ _ _ 

'i A S, A <o A ^« 7\ U* 

2. Zu einem beliebigen Punkte A^ 
auf ^1 findet man daher den zugehörigen 
Punkt auf f^, indem man Ay^ verbindet 
mit Sj durch a^, a^ schneidet mit f^ in 
Aqj Aq verbindet mit S^ durch a^, und 
a^ schneidet mit t^ in A^. 

Umgekehrt findet man zu einem be- 
liebigen Punkte B^ auf t^ den ent- 
sprechenden Punkt auf t^, indem 
man B^ verbindet mit S^ durch fr^, b^ 
schneidet mit tQ in Bq, B^ verbindet 
mit Sj durch 6^, und h^ schneidet mit 
fj in B^. 

3. Der Schnittpunkt der Träger 
ty und t^ ist sowohl ein Punkt von fj, 
als auch einer von t^. Da die Punkt- 
reihen ty und ^2 aher in schiefer Lage 
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Erkl. 106« Ein weiteres Hilfsmittel, um 
den Fignren die Uebersicht zu wahren, besteht 
darin, dass man solche Linien weglässt, welche 
nicht unbedingt nötig sind. So ist in Figur 19 
die Gerade »'j nur der Vollständigkeit des Ver- 
ständnisses halber eingezeichnet, und ebenso k^ ; 
ftlr die Praxis der Zeichnung sind beide ent- 
behrlich. — Aber auch bei solchen Geraden, 
welche unentbehrlich sind, genfigt es ofb, nur 
ein kurzes Stückchen wirldich einzuzeichnen, 
so z. B. hier von allen Büschelstrahlen nur die 
kurze Strecke, wo dieselben über die Gerade t^ 
weggehen. 

Erkl. 107. In der Beihenfolge: 

' 'i 7\ ^1 A *o 7\ ^2 "A ^j 
sind fünf Gebilde enthalten, folglich entstehen 

-r— ^ = 10 Gruppen von je zwei verwandten 

Gebilden. Davon sind sieben projektivische Ver- 
wandtschaften in perspektivischer Lage, 
nämlich : 

*i7\^ii ^ 7\ ^0» ^1 A 'o» ^1 Ä ^r 

^oA^a» ^oÄ"^» ^'Ä*s; 

und drei projektivische Verwandtschaften in 
schiefer Lage, nämlich: 

und das der Untersuchung unterworfene Paar: 

h 7\ h- 
In jedem Gebilde besteht aber konstante 
Beihenfolge der entsprechenden Elemente, 
nämlich : 



K^D,A,EJ^G,B^H^F, 






Bq ^0 ^0 ^0 -^0 -^0 -^" -'^ ^' 



'0*0^0 



dj Äj A ^'a ^a ''a ^a h ^a ^a ^h ^2 ^a ^2 -^2 -^2 h ^a* 

Die letztere Thatsache kann während des 
Verlaufs der Entstehung der Zeichnung zur 
Prüfung der Bichtigkeit wertvolle Verwendung 
finden. 

Erkl. 108. Während in Figur 19 die Träger 
der Gebilde t^t^S^S^t^ voraus gegeben sind, 
also die Auffindung zugeordneter Punkte nur 
nach Massgabe genau vorgeschriebener 
Projektionen geschieht, so wird dieselbe 
Figur 19 später in der weit schwierigeren 
Auffassungsweise erscheinen, dass auf t^ und t^ 
entsprechende Punktepaare, z. B. A^Ä^y B^B^j 
^i^'i gegeben sind, und dann erst solche 
Zwischengebilde SyS^t^ aufgesucht werden 
müssen, durch welche in möglichst einfacher 
Weise die Verwandtschaft t^ 7\ f^ hergestellt 
werden kann. — Dann wird auch der vorläufig 
ausser acht gelassene Umstand zur Untersnchuug 
gestellt werden, was für ein Strahlengebilde 
durch die Verbindungsgeraden je zweier ent- 



sind, so wird der diesem gemeinsamen 
Punkte (als einem Punkte von t^) ent- 
sprechende Punkt von t^ an irgend einer 
andern Stelle liegen, und ebenso der 
dem Schnittpunkt (als einem Punkte 
von t^) entsprechende Punkt von t^. 
Benennt man daher diesen Schnittpunkt : 
für t^ mit dem Buchstaben D^, für i^ 
mit dem Buchstaben E^^ so findet man 
der Eeihe nach die Elemente D^, d^, 
Doy d^j D2 ^^d ebenso E^j e, , E^. 
e„ Ey 

4. Ist F^ der unendlich ferne 
Punkt von/p und G^ der unendlich 
ferne Punkt von ^j, so ist f^\\t^ 
durch Sj, 5^2 II ^2 durch Sg, und man 
findet durch dieselben Elementenreihen 
-^1, fij K^ fiJ ^2 l>ezw. G^, g^, G^,, 
g^, Gj die Punkte F^ und G^, welche 
auch hier als Fluchtpunkte oder 
Gegenpunkte bezeichnet weiden 
(vergL Antwort 4 auf Frage 26), näm- 
lich als zugeordnete zum unendlich fernen 
Punkt der andern Reihe. 

5. Besonders einfache Konstruktion 
erlauben diejenigen Punkte von t^ und 
t^, in welchen diese Träger geschnitten 
werden vom gemeinsamen Strahle 
der Büschel S^ und S^. Es fallen näm- 
lich die zwei Strahlen Aj, Ag in eint- 
und dieselbe Gerade h^,^, und auf 
dieser liegen alle drei Punkte H^HqH,. 
Das Zusammenfallen der Strahlen h^lL 
bildet eine Bestätigung des früheren 
Ergebnisses, dass das gemeinsame 
Element der in perspektivischer 
Lage befindlichen Strahlenbüschel S,S^ 
sich selbst entsprechen muss. 

6. Eine ähnliche Vereinfachung er- 
möglichen diejenigen Punkte der TWLger 
t^ und ^2? 111 welchen diese vom Träger 
Iq geschnitten werden: Mit dem Punkte 
{t^ Q = Jj fällt der Schnittpunkt (i^ Q = 7,. 
zusammen, so dass i^ durch denselben 
Doppelpunkt I^^q hindurchgehen muss. 
Ebenso fällt mit dem Punkte {t^Q = K^ 
der Schnittpunkt (Ag^o) = -^0 zusammen, 
so dass Ä-^ durch den Doppelpunkt Ä'g,^, 
hindurchgehen muss. Auch hier müssen 
die Punkte lQ,^Kf^,^ notwendigerweise 
selbstentsprechende Punkte sein. 
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sprechenden Punktepaare ewengt wird. (Vergl. weil sie die gemeinsamen Punkte 

laderErkl 103, sowie die ausfi^^^^^ der in perspektivischer Lage be- 

lung im dritten Abschnitt des II. Teils dieses /jjTi*^Tfc*^,x m .. i.^ . ^ 

Lehrbuches.) findlichen Pnnktreihen t^t^ bezw. t^t^ 



sind. 



Figur 20. 



J:%U 







^1 A ^i /\ ^0 Ä ^j Ä ^«' 



Frage 32. Was für Einzelheiten 
ergibt die Betrachtung zweier projek- 
tivisch verwandten Strahlen- 
büschel in schiefer Lage? 

Erkl. 109. Auch in Figur 20 ist durch 
Anwendung verschiedener Liniengattungen die 
Anseinanderhaltung der getrennt zu behandeln- 
den Gebilde veranschaulicht, was sonst noch 
besser durch Anwendung verschiedener Farben 
geschieht. Diejenigen Elemente, welche ver- 
schiedenen Gebilden gleichzeitig angehören 
((/, =ej, jff,,,, «j,o, A:,,o), würden dabei in 
doppelter Farbe gezeichnet werden, wie solches 
in Figur 20 für den Strahl S^ S^ durch Verbin- 
dung von beiderlei Liniengattungen angedeutet 
ist. — Ausser den beliebig gewählten Elementen 
a und b enthalten die Figuren 19 und 20 nur 
einzelne Besonderheiten, während die Zeichnung 
möglichst vieler allgemeiner Fälle wie a und h 
für den Studierenden hauptsächlich anzuraten ist. 

£rkL 110« Wie schon in der Planimetrie, 

so ist auch in der projekti vischen Geometrie 
eine gewisse Vereinbarung über die Verwendung 
gewisser Buchstabenbezeichnungen wünschens- 
wert. So wurden in den Figuren 19 und 20 
und ebenso in den späteren Abschnitten, welche 
über projektivisch verwandte Gebilde handeln, 
die Buchstaben ABC (bezw. abc) besonders als 
Bezeichnung für beliebig gewählte oder in 
allgemeiner Lage befindliche Elemente be- 



Antwort. 1. Sind S^ und S^ in 
Figur 20 die Scheitel zweier Strahlen- 
btischel, ^i und t^ die Träger zweier 
Punktreihen, welche mit S^ und S^ in 
perspektivischer Lage projektivisch ver- 
wandt sein sollen, und S<^ der Scheitel 
eines Strahlenbüschels, durch welches 
die Punktreihen t^ und t^ einander zu- 
geordnet werden sollen, so ist die Reihen- 
folge der Projektionen oder der projek- 
tivischen Verwandtschaften in perspek- 
tivischer Lage: 

2. Zu einem beliebigen Strahle «^ 
von iSj findet man daher den zuge- 
hörigen Strahl von S^, indem man 
«1 schneidet mit ^^ in -4, , ^i verbindet 
mit Sq durch a^, % schneidet mit t^ in 
^2, und A^ verbindet mit S^ durch a^. 

Umgekehrt findet man zu einem be- 
liebigen Strahle b^ von S., den ent- 
sprechenden Strahl von 6^, indem 
man b^ schneidet mit h m B^, B^ ver- 
bindet mit So durch 6^» ^o schneidet 
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nützt, D und E für die gemeinsamen Ele- mit t^ in B^^ und B^ verbindet mit 6\ 

mente, F und G für die unendlich fern (}|]|i>(«}i g , 
liegenden Punkte und deren entsprechende, die ^* 

Fluchtpunkte oder Gegenpunkte. In Figur 20 « t.. Tr^«v:«j„„^„^^«„j^ j^,. 

finden die letzteren Buchstaben fg keine Ver- ^ 3. Die Verbindungsgerade der 

Wendung, da die Büschel S keine unendlich fem Scheitel S^ und S^ ist sowohl ein 

liegenden Elemente besitzen können, während Strahl VOn S^, als auch einer YOn *S^. 

dies bei den Trägem t stets der Fall sein muss. j)^ die Strahlenbüschel S^ und S^ ab^ 

in schiefer Lage sind, so wird der 
. ^"* H!;*T>'^'^^^ '^ ^¥" ^vm5^®^ ^'"^ diesem gemeinsamen Strahle (als 

im ganzen 10 Paare verwandter Gebilde, wovon • Ofrohlp von Ä^ Pntsnrprhmdp 

7 in perspektivischer Lage, nämlich: ®i"®?\ öirame von ü^) enisprecnenae 

<j ^ / Q A q ^ =x= <? / =v / Strahl von S- nach irgend emer andern 

9 ^ t ? ^ 5' t = q Richtung gehen, und ebenso der dem 

3 in^äirferL^ge,' nLuchT Verbindungsstrahle (als einem Strahle 

g -r- ^ i — s von Og) entsprechende otrahl von o^. 

und das zur Beli^dliig ste'iende Paar: ^^J?^* ""»^ ^??«$ *«?, '^'Ä^'^' 

0—5 strahl: für S^ mit dem Buchstaben rfj. 

Wie bei Figur 19 rind' unter den letzteren ^ «2 mit dem Buchstaben ^„ SO findet 

dreien zwei Paare von ungleichartigen Ge- Hl^lQ der Keihe nach die Memente 0^, 

bilden, nämlich jeweils Punktreihe projektivisch D^, d^^ D^, d^ und ebenso e^^ E^^ f^^n 

mit Strahlenbttschel, und nur ein Paar gleich- J^ ^ , 

arjtiger Gebilde, nämlich hier S, yr ^, dort *' ^' 

* A «.. ^^tiich alle 10 Verwandtschattsgruppen 4 Besonders einfache Konstruktion 

aber geht aoeh hier die Konstanz der ■»• -^^^^vuia^xö^^xc^ii« x3Lvuöc.xMÄt^wu 
Reihenfolge entsprechender Elemente, erlauben diejenigen Strahlen von öj 

nämlich jedesmal : und S^ , durch welche diese Scheitel 

ahdkhiea, verbunden werden mit dem gemein- 

und zwar bei den Büscheln in doppelter Weise Samen Punkte der Träger t^ und /«. 

infolge der doppelten Strahlenrichtung nach Es fallen nämlich die beiden Punkte 

STeJe'^Ärch^aulJiÄ iJ'^Ä'ti ^i' ^> ^ r\\^"* denselben Punkt 
Richtigkeit einer einzelnen Konstruktion. ^u2j «"* ^urch diesen gehen alle drei 

Geraden A^, A^, h^ Das Zusammen- 

Erki. 112. Während inFigur 20 die Träger fallen der Punkte H,H^ büdet eine Be- 

der Gebilde: ^ g ^ ^ ^ stätigung des früheren Ergebnisses, dass 

rr^^^a «o«^K^« «ii\ ' o^i-I l'« A««j«j««« ^ ^^ gemelusamc Element der in 

voraus gegeben sind, also die Auffindung zu- ix-« 1. t \^ h i^ t. 

geordneter Strahlen nach Massgabe genau vor- perspektivischer Lage benndlichen 

geschriebener Projektionen geschieht, so Punktreihen t^t^ sich selbst ent- 
wird auch dieselbe Figur 20 später in der sprechen muss. 
schwierigeren Auffassungsweise erscheinen, dass 

fT^5 '^^ ^,*I"?n^«S^'!f l*?*it?5"i;,t' 6- Eine ähnUche Vereinfiichung er- 

Z.B. a^a^j ^,0-, e.c^ gegeben sind, und dann .. t v j. . . a. ni j -nJ? i_ 1 

erst solche Zwfschengebilde /, t^s^ aufgesucht möglichen diejemgen Strahlen der Büschel 
werden müssen, durch welche in möglichst Sy^ und S^, durch welche diese Scheitel 
einfacher Weise die Verwandtschaft s^ ^ 5, verbunden werden mit dem Scheitel S^ : 

SSiS'i^Ä taVS et S" Mit dem Stmhle (S A) = V föUt der 

gebilde durch die Schnittpunkte je zweier ent- Verbmdungsstrahl (i, S^) = t^ zusam- 

sprechenden Strahlenpaare erzeugt wird. (Vergl. men, SO dass /j auf demselben Doppel- 

I b der Erkl. 103 und den dritten Abschnitt des strahl i\,o liegen muSS. Ebenso fällt 

IL Teils dieses Lehrbuches.) ^^^ ^^^ g^j^^^y^ (^s^s^) = k^ der Ver- 

Erkl. 118. Ebenso wie in Antwort auf die t>ind«ngSStrahl (Z, So) = *o ^ Zusammen, 

Fragen 81 und 32 bezw. Figur 19 und 20 die »^ dass iCj aut dem Doppelstraül ATojs 

Beziehungen zweier Punktreihen und zweier liegen muss. Auch hier mflssen die 

Strahlenbttschel bei projektivischer Verwandt- Strahlen L , , , kr,,^ notwendigerweise 

Schaft m schiefer Lage betrachtet sind, wären selbstentsprechende Strahlen 

auch Untersuchungen anzustellen über proiek- . m • j. ^ » 

tivische Verwandtschaft in schiefer Lage zwi- sem, weil Sie die gemeinsamen 
sehen zwei Ebenenbüscheln, zwischen zwei Strahlen der in perspektivischer 



.lieber die Massbeziehiiiigen projekÜTischer Gnindgebiide. 43 

Strahlenbtodehi, oder awei ebenen Systemen Lage befindlichen Büschel SqS. bezw. 
n. s. w. Jedoch fallen diese Behandlungen o o qj^.^ 
einerseits ausserhalb des hier gesteckten lUth- ^ ^ 
mens elementarer Betrachtungen, andererseits 
bat man eben in Fig. 19 n. 20 das genaue Vor- 
uild für derartige Erörterungen. Projisiert man 
2. B. die gance Figur 20 von einem ausserhalb 
gel^enen Scheitelpunkte P, so erhält man durch 
den Strahlenbttschel 5, einen Ebenenbüschel (PS^), 
durch Strahlenbüschel 8^ einen Ebenenbüschel 
(PiSL), ersteren projiziert auf einen Strahlen- 
büschel (P^i), letzteren auf einen Strahlenbüschel 
(Pt^), und die beiden Strahlenbüschel wieder 
aufeinander bezogen durch einen Ebenenbüschel 
(PSo). Die Ebenenbüschel (P&) 7\ (P5,) haben 
eine gemeinsame, aber nicht selbstentsprechende 
Ebene (Pdi) = {Pe^ und einige besondere 
Ebenen (Pä) (Pi) (P*). Und wie die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen von S^ und S^ 
eine Punktkxurve liefern, so erzeugen die Schnitt- 
geraden entsprechender Ebenen der Ebenen- 
büschel (PS^) und (PSf) die Kegelmantelfläche, 
welche ans sämtlichen Verbindungs^eraden des 
Scheitels P mit den Kuryenpunkten jener krum- 
men Linie besteht (vergl. IIa der Erkl. 103). 



4. lieber die Massbeziehungen projektivischer Grundgebilde. 

Frage 38. Was versteht man unter 
dem Teilangsyerhältnis einer 

Strecke durch einen Punkt? Antwort. 1. Unter dem Teilungs- 

verhältnis einer Strecke durch 
einen Punkt verstehtman das Längen- 
verhältnis der beiden Teilstrecken, 
17 kl i«j T^ r ^ Ak 1. •** «1. von welchen die erste einerseits durch 

ErkL 114. Der vorhegende Abschnitt über , *« ii.j^ x-ij^oi. i 

Massbeadehungen der projektivischen Gebilde denAnfangspunkt der ZU teilenden Strecke 

geht neben der rein geometrischen Betrach- und andererseits durch den Teüungspunkt, 
tnngaweise her, könnte also zur Not völlig die zweite einerseits durch diesen Tei- 

H^?'I*^*^S? ''^'^'^"'/•^'' ^"%«^V^''T^^1 lungspunkt und anderereeits durch den 

der Entwicklung vom dritten Enmfttnften Kapitel t;^5ixj x-i j oi.>.i^u^ 
eine Lttcke erÄhren würde. - Ueber die Tei- Endpunkt der ZU teilenden Strecke be- 
lang einer Strecke durch einen Punkt wurde grenzt wird. 

bereits ausfÄhrlich gehandelt im zweiten und 2. Das Verhältnis hat positiven 

vierten Abschnitt des VI. Teils des Lehrbuches rrr ^ u *j» m ^^ j, ^1 • a^ 

der Ebenen Elementar-Geometrie von Kleyer- Wert, wenn beide Teilstrecken m der 

Sachs. Man findet daher an dieser Stelle nur genannten Richtung gleichgerichtet 
die unbedingt notwendigsten Angaben von dort- sind, also der Teüpunkt innerhalb der 

''^^^®'^^^^- Strecke liegt, und negativen Weit, 

wenn die beiden Teilstrecken entgegen- 
gesetzt gerichtet sind, also der Teil- 

Erkl. 116. Die Unterscheidnng der beiderlei P"^''* ausserhalb der Strecke liegt. 
Eichtungen einer Strecke durch positive und 3. Das TeÜungSVerhältniS hat daher 
negative Vorzeichen wird in der metrischen für jeden Punkt der Geraden einen 

Sf,!??ifv«,.^®' P'?j^^^^^ ^^ometnezu besonderen Wert, und umgekehrt ge- 

einem wichtigen Hilfsmittel. Man unterscheidet , „ , . j -rVr x j m^'i. X.« 

also ausdrücklich : ^^^t ZU jedem Wert des Teilungs- 

Aßzzz^BA. Verhältnisses ein einziger Punkt der 

lind kommt ein dritter Punkt' c hinzu, so hat Geraden. Heisst nämUch die Strecke ^ JB, 

man der gegebene Teilpunkt C, so ist das 
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1. wenn C zwischen Ä und B Hegt: 

ÄB = ÄC'\'CB, 
oder: 

ÄB — CB=:zÄC=AB + BC, 
&lso * 

ÄB + BC^CAzzzO, 

2. Wenn C ausserhalb AB auf der Seite 
über B hinaus liegt, so hat man sofort: 

AC — AB + BC, 

oder wie vorhin: 

AB + BC + CA = 0. 

Diese Gleichung ist also fttr jegliche 
Lage dreier Punkte ABC auf einer 
Geraden erfüllt. 



Teüungsverhältnis ÄC:CB\ wäre die 
Strecke BA, so wäre das Teüungs- 
verhältnis BC'.CAj also reciprok zum 
vorigen. — Ist lungekehrt das voi^e- 
schriebene Teilungsverhältnis w : /i , so 
findet man durch Rechnung, wenn die 
Länge der Strecke AB = a gesetzt wiitl ; 



m+«' 



CB = 



n*a 



m-f-n' 

(wobei m und n jeden beliebigen Wert 
haben dürfen und die Richtung AB als 
positive gilt); durch Zeichnung findet 
man den Punkt C nach den Gesetzen 
über proportionale Strecken auf den 
Schenkeln eines Winkels. 



Frage 34. Was versteht man unter 
dem Teilungsverhältnis eines 
Winkels durch einen durch dessen 
Scheitel hindurchgehenden Strahl? 

Erkl. 116. Das Verhältnifl der Ahstände 
eines Punktes des Strahles c von den Schenkeln 
des Winkels (a b) ist in Fiffur 21 durch die Senk- 
rechten auf beide Schenkel angegeben. Je zwei 
vom gleichen Punkte der Geraden e ausgehende 
Lote bilden mit den Schenkeln des Winkels (ah) 
ähnliche Vierecke, in welchen daher: 

m :n = m*: n* = m" : n" =: m'" : n'" u. 8. w. 

Nennt man p den auf c liegenden Abstand 
des Scheitels vom Schnittpunkt der Lote m und n, 
so ist: 



m\n ■=. 



m n 

V ' P 



Hier ist aber: 



m 



— - = sin (a c), 
P 

— = sm (c o), 
P 

folglich : 

m:n :=:^ sin (a c) : sin (c b). 

Daher ist das Verhältnis der Abstände gleich 
dem Verhältnis der Sinus. — Dasselbe Ver- 
hältnis der Abstandstrecken m, n bleibt übrigens 
auch bestehen, w^enn der Winkel der Geraden 
m und n mit den Schenkeln nicht ein rechter 
ist, sondern ein schiefer, wenn er nur auf 
beiden Seiten gleich gross ist. 

Erkl. 117. Der Wert des Sinnsverhältnisses 
macht bei Drehung des Teilstrahles c um den 
Scheitel des Winkels (ab) dieselben Verände- 
rungen durch, wie der Wert des Strecken- 
verhältnisses bei Verschiebung des Teilpunktes 
C auf der Geraden AB: 



Antwort. 1. Unter dem Teilungs- 
verhältnis eines Winkels durch 
einen Strahl versteht man in der 
projektivischen Geometrie das Verhält- 
nis der Abstände eines Punktes des 
Teilstrahles von den Schenkeln des 
Winkels, oder das Verhältnis der 
Sinus der beiden Teilwinkel, von 
welchen der erste einerseits durch den 
Anfangsschenkel des zu teilenden Win- 
kels und andererseits durch den Teilungs- 
strahl, der zweite einerseits durch den 
Teilungsstrahl und andererseits durch 
den Endschenkel des zu teilenden Win- 
kels begrenzt wird. 

2. Das Verhältnis hat positiven 
Wert, wenn beide Teilwinkel in der 
genannten Umlaufsrichtung gleich- 
gerichtet sind, also der Teilungs- 
strahl innerhalb des Winkels (oder 
seines Scheitel winkeis) liegt, und nega- 
tiven Wert, wenn die beiden Teilwinkel 
entgegengesetzte Umlaufsrichtung 
haben, also der Teilungsstrahl ausser- 
halb des Winkels (in einem der Neben- 
winkel) liegt. 

3. Das Teilungsverhältnis hat daher 
für jeden Strahl durch den Scheitel 
einen besonderen Weit, und umgekehrt 
gehört zu jedem Wert des Teilungs- 
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1 . Ist c HalbienugBlinie des N e b e uw i n k e 1 s 
von a an der Seite a, so ist: 

<i(ac) = 900-|., ^(c6) = 90 + -J, 
oder: 

sin (ae) =z cos -^, sin (cb) = cos — , 

also wegen äusserer Teilung: 

sin (ac) : sin (ch) = — 1. 
9. Fällt e mit a zusammen, so ist: 
^ (ac) = 00, 
sin (a c) = 0, 
ain (ac) : sin (cb) = 0. 
3. Ist c Winkelhalbierende von ce, so ist: 



also: 



<^ (ac) = (cb) = ^, 



sin (a c) : 9m (c 6) = 1 . 

4. Fällt 6 mit b zusammen, so ist: 

^ (cd) = 0, sin (cb) = ± 0, 
sin (a c) : sin (cb) = i oo. 

5. Ist Halbierungslinie des Nebenwinkels 
von a an der Seite \ so ist: 

^(ac) = 900+1-, ^(cft) = 90~|-, 

der sin von jedem gleich cos -^^ also wegen der 

äusseren Teilung: 

sin (ac) : sin (c6) = — 1, 
wie im Falle 1. 

6. Zwischen 1 und 2, 2 und 3, 8 und 4, 
4 und 5 macht das Teilungsverhältnis der Reihe 
nach die Zwischenwerte durch von — 1 zu 0, 
zu + 1, + 1 zu -|- 00, — 00 zu — 1. 



Verhältnisses ein einziger Strahl 
durch den Scheitel. Heisst nämUch der 
Winkel (ai), der gegebene TeiluDgs- 
strahl c, so ist das Teilungsyerhältnis : 

sin(ac) \sin(cb)\ 

wäre der Winkel (6 a), so wäre das 
Teilungsverhältnis : 

sin{Jbc)\sin(ca)^ 

also reciprok zum vorigen. — Ist um- 
gekehrt das vorgeschriebene Teilungs- 
verhältnis : 

sin (ac) : sin (cb) = min, 

SO findet man den Teiluugsstrahl durch 
Konstruktion mittels zweier Parallelen 
zu den Winkelschenkeln in Abständen 
m und n (vergl. die punktierten Geraden 
in Figur 21); die Berechnung der Teil- 
winkel führt auf eine goniometrische 
Gleichung. 
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Erkl. 118« Das Sinnsverhältnis ist nicht 
zn verwechseln mit dem Grössenverhältnis der 
beiden Teilwinkel selbst, und ebensowenig^ mit 
dem Streckenverhältnis der auf einer beliebigen 
Transversalen des Winkels entstehenden Teil- 
strecken. Beim Vergleich mit dem ersten fallen 
zwar (siehe Anfgabe 50 im VI. Teile von Eley er- 
Sachs, Ebene Elementar-Geometrie) die drei 
Grenzwerte 0, +1, +oo zusammen, nicht 
aber die einzelnen Zwischenwerte — 
abgesehen davon, dass das eine Mal das Ver- 
häftnis zweier Winkel, das andere Mal das 
Verhältnis zweier Strecken, bezw. das stets 
ebensogrosse Verhältnis zweier Sinuswerte in 
Betracht kommt. Beim zweiten der obigen Ver- 
gleiche findet in einem Falle völlige (Weichheit 
aller Verhältniswerte statt, wenn nämlich die 
Transversale ein gleichschenkliges Dreieck bildet 
mit dem Winkel a als Winkel an der Spitze; 
in jedem andern Falle aber hat man völlig ver- 
schiedene Werte. 



Frage 35. Was versteht man unter 
dem Doppelverhältnis von vier 
Punkten auf einer Geraden? 

Erkl. 119. Nimmt man in Figur 2^ AB 
als Grundstrecke und einen äusseren Punkt V 
als dritten festen Punkt, also nicht 2), wie in 
nebenstehender Antwort, sondern C als veränder- 
lichen vierten Punkt, so ist: 

AD 

to = 

DB 

eine negative Grösse zwischen — 1 und 

— 00 , und man hat nunmehr der Reihe nach 

zu dividieren durch das Teilverhältnis 

AC 

für die verschiedenen Lagen des Punktes C, 
wie folgt: 



Antwort. 1. Unter dem Doppel- 
verhältnis von vier Punkten auf 
einer Geraden versteht man den 
Quotienten der beiden Teilangs- 
verhältnisse, nach welchen die Strecke 
zwischen zweien von den vier Punkten 
durch den dritten und durch den vierten 
geteilt wird. — Das erste Paar Punkte 
und das zweite Paar Punkte heissen zu- 
geordnete Punkte. — So wird in 
Figur 22 (S. 48) die Strecke AB ge- 
teilt durch den Punkt C im Verhältnis: 

V = ACiCB, 

durch den Punkt D im Verhältnis: 

i€=: AD: DB] (Forts. S. 47). 



C in OD 



r = — 1 



w 



=: — to (positiv) 



te 



C zwischen oo und -4.'— l<t'<0 — «^<-^<-foo (positiv, zunehmend) 



ein ^ 



f = 



w 



= +00 



C zwischen A und B 



C in B 



iO 



0<r<^ + ao«*-oo< — <:;o (negativ, ansteigend gegen 0) 

V 



f .= + 00 

C zwischen B vl. D — cD<^v<^tv 



C in D 



f = IT 



w 

— = 

V 

< — <! + 1 (positiv, zunehmend) 



w 



=+1 



C zwischen D und oo 



C in o) 



«'<C<^< — 1 •• +1> — > — IT (positiv, zunehmend) 



v = —l 



w 

V 



= — IT (positiv) 
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Also gehört auch in diesem Falle zu jedem also ist das Doppelverhältnis der 

bestimmten Punkt C em besonderer Wert des ^^j. pn^kte ABCD gleich dem Quo- 

DoppelTerhftltnisses, und umgekehrt zu jedem x^ x . 

Wert des Doppekerhältnisses ein bestimmter wenten: AC ÄD , 

Punkte. *'-^= CB-"5^ = ^- 

T^*.« fAA ri-ji:i« r» ix a^^ Mäü üeDiit dosselbc auch Manhanuoni- 

Erkl, 120, Sind die Punkte ABC gege- Z t^^^\,''*"^Y »»*^" ««-"^^^^v"* 

bell, also sche Funktion der vier Punkte" und 

_ AC schreibt es abgekürzt mit der einge- 

^ ^ CB klammerten Buchstabenfolge: 

bekannt, und ausserdem der Wert des Doppel- ^ = (^ABCD), 

Verhältnisses (ABCD) = X gegeben, so findet 2. Der Wert des Doppelverhältnisses 

man leicht den Wert: jgj positiv, wenn beide Glieder V und 

^ — AR.^ fc gleichzeitig positiv oder gleichzeitig 

^^' negativ sind, also wenn die Punkte C 

der zur Konstruktion des Punktes D verhilft. ^^4 D beide innerhalb AB oder 

*^^* beide ausserhalb AB liegen, wie in 

Figur 22; das Doppelverhältnis hat 

liefen: '^ negativen Wert, wenn die beiden 

Glieder v und ta von entgegengesetztem 



lz= 



tc 



IC = 



V 

T 



Zeichen sind, wenn also von den Punk- 
Dieser Bruch yist also der Wert desTeilungs- teu C und D der eine innerhalb AB, 

Verhältnisses, nach dem die Strecke AB durch der andere ausserhalb AB liegt, 
D geteilt werden muss. wie in Figur 23. 

ErU.121. Die 24 Doppelverhältnisse, wek*e 3. um den Wert des Doppelver- 
fttr die vier Punkte ABCD gebildet werden hältnisses im einzelnen festzustellen, 
können, lassen sich zunächst in drei Gruppen wählt man zunächst einen bestimmten 

Ä,:Sf;r^Ä,SÄen'"' ^- Punkt^ aj f^ten Anfangspunkt, dam. 
1 AU Qf-nnt^ j D /K^i i\ emen Punkt B als zugeordneten festen 

1. die strecke AB (bei a\ ^ - . , , o. •! ? ox 1 j 

2. die Strecke AC (bei //), Endpunkt der ZU teilenden Strecke, dann 
8. die Strecke AD (bei v) einen Punkt C etwa zwischen A und B 

je durch die beiden andern Punkte geteilt wer- (Figur 22 und 23) als festen dritten, und 
den soll. Bezeichnet man das Doppelverhältnis endlich einen Punkt D als veränder- 

(ÄBCD) = iz= A£. : :^ = ^^'^^ liehen vierten Punkt. Wandert dann 

CB ' DB CB'AD der Punkt D aus dem Unendlichen von 

für den Augenblick durch den Bruch: ünkg herein gegen A und durch C, B 

^'^ wieder nach rechts ins Unendliche, so 

y ' ist der hier positive Wert 

so findet man einmal, dass: AC 

// • >■ ~" y ' 7 " 7 ' "x ~" T ■ 7" "~ y * "^ ' des Teilungsverhältnisses für Punkt C 
nnd femer, dass der reciproke Wert: der Reihe nach ZU dividieren durch den 

'-'!/ __ £.._?: — y..i. — ^._L — Ü..-5. W®^ ^ d^s Teilungsverhältnisses für 
s-x'^8'i/~'x'r'^x'y~T'r' die aufeinander folgenden Lagen des 
Also wird in obigen Werten einmal : Punktes D, wie folgt (s. folgende Seite) : 

J£_,AD^ — R£. jBC^^ £A CB^ __ DB^ DA^ 
CB' DB " DA ' CA '^ ad' BD ~ BC '~ÄC' ' 

I I I I 

^ = (ABCD) = (BADC) = (CD AB) = (DCBA)\ 

und femer der reciproke Wert: 

-— i— — A^ A£. — Z£ J^ — J^ ^^ _ CB CA 
(ABCD) "^ DB' CB '^ CA' DA" AC ' ~BC ^ ^D ' liD' ^^^^'' 

1 I- 1 I ■ 

-j = (ABDC) = (BACD) == (DCAB) = (CDBA). 
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l^igui 22. 

* Figur 23. 

A C B B 

* ^- ' — • A C B B 

I t 1 * 



D m CO w ■=. — 1 — = — » 

w 

Z) zwischen 00 und ^.. -l<.r<0 - " > v '^ ~ SuSÄT- x ) 

V 

D m Ä w '^ +0 — = +00 

i) «riBchen ^ und C 0<..<. •>:^> + ' ^^'^^^ii.,, 

DinC ii> = r — = +1 

D zwischen C und B ^ ^ ^ \-^ ^ -^i\c^^^\^\^ ^\.^^\.^^^x\ 

(Figur 22) »<«?<<» 1> — >0(po8itiv, abnehmend) 

Z>in£ M^ = + oo — = +0 

D zwischen B und oo ^^i ft-->^>""* (negativ» fallead 

(Figur 28) - ® < tc <.— i " ^ — von abwärt? i 

Z> in 00 w =2. — 1 — =z — V 

w 

Erkl. 122. Aus der vorigen Entwicklung 4. Sind alfio drei Punkte ABC in 
dref^Gra °n^ ^^^ angekündigte Anordnung in ^^aer Eigenschaft als erster, zweiter 

/-MfiCfl^-rB>lD^^-r^/)>lB^-m^Ä>4^ ^^^ dritter fest gewählt, so hat das 
x^UBCD).^{BADO^{CDäB)^(dcbä) Doppelverhältnis fBr jeden vierten 

= (ÄBDC) = WÄCD) = WCÄB) = WDm S?!?* ^, '^''^ besonderen bestimmten 

^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ Wert, und umgekehrt gehört zu jedem 

f. = (ÄCBD)=:{CADB) = (BDAC) = (DBCA) ^ert des Doppelverhältnisses ein ein- 

= 1 = l = 1 = 1 ziger vierter Punkt D. Die Kon- 

(ACDB) iCABD) (DBAC) {BDCA) gtruktiou oder Berechnung dieses vierten 
v = (ADBC)=z{DACB) = (BCAD)=iiCBDA) Punktes geschieht dadurch, dass man 
1 1 _ 1 1 aus den bekannten Grössen 

(ADCB) ■" (DABO) "" (CBA D) "" ( BCDA)' ^ 

Man erkennt nämlich, dass innerhalb jeder w 

Gruppe Gleichheit besteht bei Vertauschun^ ^^^ ^yert w allein bestimmt, und hier- 

zweier beliebigen Elemente, wenn zugleich , , t» i i. t^ j* vi. 
die beiden andern Elemente ebenfalls vertauscht »acb den Punkt D aufsucht. 

werden; dass aber der reciproke Wert ent- 5 jj^ in dem Ausdruck (ABCD) 
steht, wenn zwei zugeordnete Elemente, . , -r» 1 4. ^ v ««^ o4.^ii„«^ «i> 
d.h. die beiden Streckenpunkte oder die beiden J^der Punkt nach semer Stellung als 
Teilungspunkte vertauscht werden. erster, zweiter, dntter, vierter Punkt 

verschiedene Bedeutung hat, so erhält 
Erkl. 123. Aber auch die drei Werte A, man durch verschiedene Wahl der ßeihen- 

14, V Stehen untereinander m engem Znsammen- /. , . , i • j ^ t\^ ^i-.« uru 

hang. Schreibt man nämlich einzeln: folge SO Viel verschiedene Doppelverhfilt- 

AC AD__ AC'DB nisse, als Umstellungen möglich sind, 
x^(ABCD)-^-^i^^ ^ ^/>.c^' nämlich 24. Denn man hat für den 

_ AB AD^ _ AB PC ersten Punkt als Anfangspunkt der zu 

[A _ {ACBD) _ --^- : -^ — ^j^^ßfji teilenden Strecke Auswahl unter vieren : 

_ AB AC _ AB'CD Wenn dies geschehen, für den zweiten 

V _ {ADBC) .- -g-^ '-CD" ACBD ' Puukt als Endpunkt der zu teilenden 
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so erkennt man, dass bis aufs Vorzeichen der Strecke noch jedesmal Auswahl unter 

Zähler bei X gleich dem Nenner bei v ist, und ^^^{^^^ fiir den dritten Punkt als ersten 

ebenso bis aufisi Vorzeichen l und u gleichen m^:i,x««i,4. «^«i, a»«^.»Iv1 ,^«4-^.,. „,^^;^,. 

Nenner, u and v gleichen Zähler haben, also Teilpunkt noch Auswahl unter zweien, 
etwa: ' also un ganzen Auswahl unter 

l^JL ^ ^ ^^ _ - ar _, a; 4-3.2=24 

z' ^ —z'^ —y y' verschiedenen Gruppierungen der vier 

Folglich ist: Punkte. Zwischen den Teilstrecken, 

;..y — _ ^^ oder A = — — und V = — -^^ Welche durch vier Punkte auf einer Ge- 

*' ^ raden bestimmt werden, lassen sich also 

so dass nur noch zwei Werte selbständig bleiben. 24 Doppelverhältnisse aufstellen: die- 
selben haben aber nur sechserlei ver- 
schiedene Werte, die ausserdem in engem 
Erkl. 124. Hierzu kommt endlich noch eine Zusammenhange miteinander stehen. 

Beziehung zwischen l und /u selbst, welche (Vergl. Erkl. 124.) 

folgendermassen entsteht: Die gleichnamigen Man kann die dahin gehörigen Er- 

^^*^^®' .r. T>T^ Ai> Txn gebnisse in Worte fassen, wie folgt: 

^ AD'BC ^ ■" AD'BC Satz 6. Der Wert eines Dop- 
kann man addieren zu: pelverhältnisses l bleibt gleich 

AC'BD + AB'DC (= A) bei gleichzeitiger Vertau- 

^•+^~ jijiy^BC ' schung zweier beliebigen Ele- 

Setzt man im Nenner nach Erkl. 115: mentepaare, er wird reciprok 

AD = AC+CD und BC = BD-\- DC, 
30 wird durch teilweise Ausführung der Multi- 
plikation: lyQi einer Vertauschung zweier 
AD'BC =^ AC-BD^ BD'CD-^DC'AD zugeordneten Elemente, er wird 
= AC'BD + DC(AD + DB) 35^. Ergänzung zur Einheit 

= AC'BD + DC*AB, / i_f\ 

Es haben also Zähler und Nenner denselben , . ^^ ^ _ '\ . . 

Wert, und man findet: bei \ ertauschung der zwei in 

A + .u = i, der Mitte stehenden, nicht zu- 

i 1 geordneten Elemente. 



(=i) 



^. ^l-/u, 



^' ^ "~ ^ In der That entsteht z. B. im zweiten 



^ — 1 _ ;i^ 1, ^ ^ ; und dritten Falle stets wieder A, wenn 

' f^ 1 — A flie entsprechende Vertauschung zwei- 

^ _ _ ü — JizrJL JL =: -— mal nacheinander gemacht wird ; denn 

X X ' V i — i' i 

Und somit können sämtliche Werte der 24 1 :y = Z = 1 — (1 — A); 

?ÄÄrw1ÄÄSyÄ^^^^^^^ und der Wert jeder andern. Uuistellung 

die Werte : kann auf dieser Grundlage in beliebiger 

1 1 ;t - 1 X Aufeinanderfolge der Anwendungen al> 

^' ~p ^ *~ ^' i_x» X * x — i ' geleitet werden. 



Frage 36. Was versteht man unter 
dem Doppelverhältnis von vier Antwort. 1. Unter dem Doppel- 
Strahlen durch einen Punkt? Verhältnis von vier Strahlen 

durch einen Punkt versteht man 
den Quotienten der beiden Sinus- 
verhältnisse, nach welchen der Win- 
kel zwischen zweien von den vier Strahlen 
durch den dritten und durch den vierten 
geteilt wird. Das erste Paar Strahlen 

Sachs, Projektivische lueuere) Geometrie. I. Teil. 4 
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Figur 24. 




Figur 25. 




Erid. 125. Der Inhalt der Erkl. 119 und 120 
überträgt sich ohne weitere Begründung von 
dem Doppelverhältnis (AB CD) zwischen vier 
Punkten auch auf das Doppelverhältnis (ah cd) 
zwischen vier Strahlen. Dasselbe ist der Fall 
mit den Bruchrechnungen in Erkl. 121, 122, 
128, bei welchen hier nur statt der Strecken 
zwischen den durch die grossen Buchstaben be- 
zeichneten Punkten AB, AC, AD, BC, B D, C D 
jeweils zu setzen sind die Sinusfunktionen 
der entsprechenden durch kleine Buchstaben be- 
zeichneten Winkel : 

sin (ab) f 8in(ac), sin (ad), sin (he), 

8in(hd), sin (cd). 

Eine abweichende Behandlung aber erfordert 
die letzte Beziehung ;i = 1 — ,u in Erkl. 124, 
weil die Beziehung: 

AD'BC^ AC'BD + DC'AB 

sich zwar wohl auf die Winkel selbst, aber 
nicht ohne weiteres auf die Sinusfnnktionen 
übertragen läest. Dennoch bleibt auch diese 
Beziehung fär die Winkelfunktionen bestehen. 



and das zweite Paar Strahlen heissen 
zugeordnete Strahlen. — So wird 
in Figur 24 oder 25 der Winkel {ab) 
geteilt: durch den Strahl c im Verhältnis: 

V = sin (ae) : 8in{ch), 

durch den Strahl d im Verhältnis : 

Uf = sin (ad) : sin (db) ; 

also ist das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen ab cd gleich dem Qö«> 
tienten : 

sin(ae) sin (ad) 

^ i fff — ' - — i ^ ' 

sin (eh) ' 8in(dby^ 

abgekürzt geschrieben k = (abcd). 

2. Der W e r t des Doppelverhältnisses 
ist auch hier positiv, wenn beide 
Glieder v und tv gleichzeitig positi? 
oder gleichzeitig negativ sind, also wenn 
die Strahlen c und d beide im Innen- 
winkel (ab) oder beide im Neben- 
winkel (ab), d. h. beide im gleichen 
Winkelraum der Strahlen a und h 
liegen (wie in Figur 24); das Doppel- 
verhältnis hat negativen Wert, wenn 
beide Glieder v und w von entgegen- 
gesetztem Zeichen sind, wenn also von 
den beiden Strahlen c und d der eine 
im Innenwinkel (ab), der andere im 
Nebenwinkel (ab) Uegt, d. h. wenn beide 
in verschiedenen Winkelräumen 
der Strahlen a und b liegen (Figur 25). 

3. Um den Wert des Doppelver- 
hältnisses im einzelnen festzustellen, 
wählt man zunächst einen bestimmten 
Strahl a als festen Anfangsstrahl, 
dann einen Strahl b als zugeordneten 
festen Endschenkel des zu teilenden 
Winkels, dann einen Strahl c (etwa 
im Innenwinkel abj Figur 24 und 25) 
als festen dritten, und endlich einen 
Strahl d als veränderlichen vierten Strahl 
Dreht sich dann der Strahl dj ange- 
fangen von der Nebenwinkelhalbierendenj 
herein gegen a, c, b bis wieder znr 
Halbierungslinie des Nebenwinkels, so 
ist der hier positive Wert 



V 



sin (ae) 



sin (e b) 

des Sinusverhältnisses für Strahl c der 
Reihe nach zu dividieren durch den 
Wert w des Teilungsverhältnisses ffir 
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die aufeinanderfolgenden Lagen des 
Strahles d, wie folgt: 



d Nebenwinkelbaibierende 

d zwischen Nebenwinkel- 
balbierende nnd a 

d anf a 

d zwischen a nnd c 

d anf c 

d zwischen e nnd b 
(Fignr 94) 

d anf b 

d zwischen b n. Neben- 
winkelhalbierende (Fig. 25) 

d Xebenwinkelhalbierende 



f<7 = — 1 

-l<fr<0 

/r = +0 

0<fr<r 
«7 = r 

tt? =: + 00 

0D<^ tP <[ — 1 

tr = — 1 






f/» 



_«->_?_>-"• (negativ, 
^ w fallend bis — od) 






^_p > + l (positiv, 
'^ W7 abnehmend) 

- =+1 

w 

j^_^>0 (positiv, 
^ w abnehmend) 

-^ = +0 
w — 

Q ^ ^ >> — « (negativ, fallend 
^ IC von abwftrts) 






w 



4. Sind also drei Strahlen abc in 

ihrer Eigenschaft als erster, zweiter, 

dritter fest gewählt, so hat das 

Doppelverhältnis für jeden vierten 

p^iri tau ^7«« nama^o ^..i. ,rn«»A« T*A Strahl rf ciuen besonderen bestimmten 

Eru« ls6* Znm Beweis der vorigen ue- ^tt .-i. j i v i. v«.-x • j 

ziehnng beachte man znnÄchst, dass wie für Wert, und umgekehrt gehört zu jedem 

Strecken nach Erkl. 115, so anch fOr Winkel Wert des Doppelverhältnisses ein ein- 
nnter Festhaltnng bestimmter Drehnngsrichtnng ziger vierter Strahl d. Die Kon- 



die Beziehung gilt: 

<^(a6) = -(6a), 

(al>)-i-(dc) = (a«), 
also: 

(ab) + (6c) + (ea) = 0, n. s. w. 

Dann liefert anch der Bmch: 

. __ sinjae) 8in(db) sin (ab) sin (de) 

■^ ^ *" 8in (c b) 8m (a d) "•" »m (b e) sin (a d) 

8in(ac) 8in(b d) 4- 8in(ab)8in(de) 

sin (ad) sin (bc) 
den Wert 1. 

Setzt man nämlich im Nenner: 

^(ad)=z(ab) + (bc) + (ed), 

so wird dnrch wiederholte Anwendnng der 
goniometrischen Formeln: 

8in(tt + ß) =2 sina cosß -^cosasinß 



und 



eos (a ± ^) = cosa cosß — sinasinß: 



struktion oder Berechnung des vierten 
Strahles geschieht dadurch, dass man 

aus den bekannten Gtrössen — und v 

tc 

den Wert w allein bestimmt und hier- 
nach Strahl d aufsucht 

5. Durch die verschiedene Beihenf olge 
der Strahlen a6cd als erster, zweiter, 
dritter, vierter Strahl entstehen auch 
unter den vier Strahlen 34 verschiedene 
Doppelverhältnisse; und unter diesen 
bestehen genau dieselben Beziehungen, 
wie solche in voriger Antwort auf 
Frage 35 und besonders Satz 6 fBr die 
24 Doppelverhältnisse unter vier Punkten 
festgestellt wurden. 



«•«(od) = sin[(ab) + (be) + (ed)\ = mr(a6) + (6c)].ciw(c(J) + «m((jd).(JO«[(ab) + (6c)] 

= [sin (a b) 'Cos(bc)-\' sin (bc)» cos (a () J cosed-^- sin (e d) [cos (ab)»eos(be) — sin(ab)»sin(bc)Y 
=■ sin (ab)' eos (be)'Cos (cd) -|- cos (ab)'Sin (bc)'eo8 (cd) 4- cos (ab)'eos(be)'Sin (cd) 

— sin (a b) 'Sin(he)»sin (e d), 
Mnltijiliziert man diesen in den drei Winkeln 
symmetrisch gebauten Ausdruck noch mit sin(bc% 
Bo entsteht: 

«in (o d) . sin (b e) = sin (a b) • sin (b c) • eos (b c)'Cos(ed)'\- cos (a b) • sin^ (bc) • cos (e d) 

4- cos (a b) • sin (ft c) • eos (ft e) • sin (c <f) — sin (a b) • «i«* (b c) • sin (e d). 
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Im letzten Gliede ersetzt man 8in^(be) 
durch 1 — co»2 {h c) , so dass dasselbe wird zu 

— sin (a h) • sin (c d) + **» (<* ^) • cos^ (h c) • sin (c d). 

Und nun wird der jetzt fünfgliederige ganze 
Ausdruck durch Vorklammersetzung in den 
beiden ersten, sowie im dritten und fünften 
Gliede zu: 

sin (a d) • sin (b c) = sin {h e) • cos (c d) [sin (a b) • cos (b c) -|- cos (a b) • sin (b c)] 

-\- cos (b c) • sin (c d) [sin (b c) • cos (a b) -(- cos {b c) • sin (a b)] — sin (a b) • sin (c*/ 
= [sin (a b) • co« (6 c) + cos (a 6) • sin (bc)\- [sin (b c) • cos (c d) -f- co« (6 c) • sin {c d)] — sin (o b) sin (c *' 
= sin [{a b) + (& c)J • sin [{b c) + (c d)] — sin (a 5) sin (c d) = sin (or c) • sin {b d) + sin (a 6) • «i« «Vf. 

also oben Nenner = Zähler. 

Erkl« 127« Demnach lassen sich nun auch 
die 24 Doppelverhältnisse unter vier beliebig 
gegebenen Strahlen ah cd anordnen zunächst in 
den Gruppen A, ^, v mit je acht Ansätzen, von 
denen je vier einander gleich und den vier andern 
reciprok sind, während unter den Grössen l, u, v 
die Beziehung besteht: 

;. -[-^ = 1, k ' V = — f4, 
also: 

u l — l i — 1 



Eine tibersichtliche Zusammenstellung der 
24 Werte ergibt (sowohl für kleine wie grosse 
Buchstaben, d. h. für Strahlen oder Punkte gütig) : 



X 


1 


1-;. 


1 


-'7^ 


^. 


1 — A 


A 1 


- 1-^ 


1 


= n 


_ 1 


_ i» 


li— 1 


1^^ 


- .«-1 


^ 


1 


= 1 V 


V 


V 1 
V 


= V 


1 


1 p 


v^l 


V 


(abcd) 


(ab de) 


(acbd) 


(acdb) 


(adbc) 


(adcb) 


{bade) 


(bacd) 


(hdac) 


(bdca) 


(bcad) 


(bcda) 


(cdab) 


(cdba) 


(cadb) 


(cabd) 


(ebda) 


(cbad) 


(dcba) 


{dcab) 


(dbca) 


(dbae) 


(^dacb) 

■ 


(dabc) 



Frage 37. Welche Längenbeziehungen 
liefern die Fluchtpunkte zweier pro- 
jektivischen Punktreihen in perspektivi- 
scher Lage? 

Erkl. 128. In Figur 26 haben die beiden 
Punktreihen perspektivische Lage zu einander. 
Es ist aber klar, dass die Abstände G^A^ und 
F^uij, G^B^ und F,B, sich der Grösse nach 
nicht verändern, wenn die Lage der Punkt- 
reihen verändert wird; und so gilt der Satz 7 
nicht nur für perspektivische Lage, sondern 
auch für schiefe Lage; und das Produkt ge- 
winnt einen bleibenden Wert, genannt die 
„Konstante der projektivischen Be- 
ziehung'-* der beiden Punktreihen. Eine ana- 
loge Beziehung für zwei projektivische Strahlen- 
büschel findet man in der Antwort der folgenden 
Frage 88. 



Antwort. 1. In Figur 26 sind F^ m\ 
G^ diejenigen Punkte der Punkti-eihen 
t^ und ^1, welche den unendlich fernen 
Punkten F^ und G^ der Reihen t^ und '- 
entsprechen. Da nun: 

<il]SFj und t^\\SG^, 

SO bilden wegen Gleichheit der Winkel 
{t^f)=zz(f^ff) und der kon-espondierenden 
Winkel bezw. Wechselwinkel an der 
Schnittlinie die Schenkel der Winkel (^j/) 
und (f^g) mit jedem Strahle durcli 
S zwei ähnliche Dreiecke, worin 
die Strecken SF^ und SG^ konstante 
Strecken der Punktreihen in der ?e- 
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Figur 26. 



OD 




k l\ 



ErkL 188 a« Bei der in Figur 26 vorhandenen 
perspektivischen Lage der Punktreihen ist: 

DG^ = F^S und 6?iS= DF^, 

also das Produkt: 

G^S'F^S^z DG^DF^, 

d, h. gleich dem Produkt der Abstände der 
Fluchtpunkte vom selbstentsprechenden Schnitt- 
punkt der Reihen. Hieraus kann man umgekehrt 
den Schluss siehen, dass die perspektivische Lage 
«lann, aber auch nur dann eintreten wird, wenn 
das Produkt diesen Wert hat. Dies bleibt aber 
der Fall bei ieglicher Drehung der Punktreihen 
um den Punkt i), und sowie die Heihen mit 
zwei entsprechenden Punkten unter beliebigem 
Winkel aufeinandergelegt werden. — Endlich 
kann der nebenstehende Satz auch zur Kon- 
strnktion bezw. zur Berechnung der Lage ent- 
sprechender Punktepaare benutzt werden, indem 
zu willkürlichem Abstände Cr, B^ der zugehörige 
Abstand gefanden wird: 

Produkt 



F,B,= 



G,B, 



S /, u. 

gebenen Lage sind, dagegen die Strecken 

^2^2? -^1^1 ^^^^ ^2^2) ^i^^i veränder- 
liche Strecken je nach Wahl eines be- 
liebigen Punktepaares A^A^ oder B^B^. 

So sind: ^o^j^^s^^^sB,, 

folglich: Q^B,:G,8= F.S'.F^B,', 

und ebenso: 
folglich : 

G^A^:G^S=: F^SiF^Ay 

Hieraus erhält man aber: 

G^ S- Jtj 8 = G^ A^ • F^ A^ » 

und oben: 

(r j 5^« ^2 'S = GyBi* F^ B^' 

Demnach entsteht derselbe Aus- 
druck G,S'F^8 = DG,.DF^ bei jeg- 
lichem Produkt: 

G^ A.^ * B^^ Ä^ = (?| B| * F ^ Bf =r G^C^' F^ C^ . . . • 

zweier solcher Streckenpaare, und man 
erhält die Aussage: 

Satz 7. In zwei projektivisch 
verwandten Punktreihen hat 
das Produkt der Strecken von 
je zwei entsprechenden Punkten 
zum Fluchtpunkt ihrer Punkt- 
reihe einen konstanten Wert 
(bei perspektivischer Lage gleich dem 
Produkt der Abstände beider Flucht- 
punkte vom Trägerschnittpunkt oder 
vom Projektionsscheitel). 
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Erkl. 129. Wenn man die Ergebnisse der 2. Bei den beiden Streckenpaaren 

nnten folgenden Antwort auf Frage 40 hier q a ^nd F.A. bezw. G,B, imd F,B. 

schon vorausnimmt, so erhält man für neben- J j^ „ * ^« _ ^^j.« V»« i:-.«04.^lv' 

stehenden Sata 7 den folgenden andern Beweis: Wird im allgemeinen Stets die eine Strecke 

Die Gleichheit der Doppelverhältnisse: grösser, die andere Strecke kleiner sein 

(JiÄjCjD,) = (^BjCji),), müssen, damit das von ihnen gebildete 

in der Weise angeschrieben, dass für (7 und D Rechteck konstanten Inhalt behält; und 
die unendlich fernen Punkte jeder Eeihe und wegen des Vorzeichens wirdj wenn 
die ihnen entsprechenden Fluchtpunkte ein- j ^^^ ß ^nf L nach gleicher oder 

gesetzt werden, h^^^^^^ , . « ^ ^ , nach nngleicher Seite voS 6, hegen, 

oder: (^i^i^i»i> - M«^«^»^«) anch A^ und B^ auf t^ nach gleicher 

^'^» : j^iJ^L = ^«^g : Ai^L, odcr nach ungleicher Seite von F^ hegen 

^1^1 <?i^i ^s^2 öfjBj' müssen ("vergl. Erkl. 79). Nur für ein 

Schreibt man hier fUr einziges bestimmtes Punktepaar P,P, 

-^t-^i __ ^ bezw. Ö1Ö2 in gleichen Abständen aoi 

und fttr ^* ^* "" * j^der Seite vom Fluditpunkte wird der 

^0% _ qp FaU eintreten, dass das Rechteck zum 

(?,B, —OD Quadrat wird, indem die beiden Strecken 

nach Antwort auf Frage 38 bis 36 jeweils q p = JP,P, be«w. ö-ft = f,C, 
den Wert — 1, so entsteht aus obiger Doppel- , j u «j ^ a^^^ ^x-4.^«'t>;-i. 

Proportion die einfache: na<ili den beiden entgegengesetzten Eich- 

Q ß AP tungen von den Fluchtpunkten ans 

^^Q ^ p B ' gleiche Länge erhalten. Für die« 

oder wie früher:* * * * Punkte P, Q wd also die Gleichung: 

für zwei beliebige Punktepaare ^ und jB. Setzt die Form annehmen: 

man denselben Satz für I>i, an, so erhält man , ^ p t _. , ^ p 2 __. ^zg O ^ — 5TT* 

auch die Auswertung des konstanten Produktes ^"^i"*^» ^ * * "T" »V» — -r «vj 

gleich Q^D'F^D^. indem etwa 

Krkl. 180. Der konstante Wert des Pro- ^*^* = ^i-^« = +/ ^»^»'^1^ 

duktes 6?,^,.F,i4, = ... in Satz 7 wird auch (^=: + yDg^D ^^ 

die Potenz der projektivischen Be- und ö,ft = F-O« = — V'(?,^.-l'\^ 

zi eh u Uff zwischen beiden Punktreihen genannt, ^ ; , --p,\ 

und die beiden Punkte P, und ft auf f, bezw. (= + Vi)G,.D/,; 

Pj und öj »üf <, heissen dann die Potenz- 3. Wird bei der ursprünglichen Pro- 

p unkte (oder potenzhaltenden Punkte) jeder i^nipfanrylmpYinncy. 
Reihe. Auch ^ sie behalten selbstverständüch »'iKi'eu&ieicnung . 

ihre Lage (in gleichem Abstand beiderseits der ^i-^r-'^j-^f — ^i-^r-^s-^« 

Fluchtpunkte) und ihre Bedeutung , wenn man die Strecke zwischen den Punkten A^ 5, 
L7/etSÄÄ4-SS''?S?l^t und ihren zugeordneten Ponkten^R. 

beliebig in der Ebene verschiebt. — Wttrde selbst in die Rechnung eingefimrt - 

man die beiden Beihen in der Weise zur etwa links Ä^B^ und rechts Ä^B^, - 

Deckung bringen, dass auf gemeinsamem so entsteht: 

Träger die beiden zugeordneten Potenzpunkte /^ a ttP -d ÄT>\^/nA.A.A9\vn 

P„ und ft, aufeinander fielen, so fielen auch «lA (^a-«'« — ^^.) — (C?i^,i-ui,^,)/.^r 

die Fluchtpunkte (?,F, als Mittelpunkte von Beim Ausmultipllzieren fällt <?ii4i-r2^} 

P,Ci und P,ft aufeinander, und es müssten für beiderseits fort, Und es bleibt: 
beide Beihen entsprechend zu durchlaufende ^ A B 'G A = -4- A B »F B, 

Strecken werden (^4, zwischen G. und P, an- tt. * x' • * 1 j * * * 1 

genommen): Hieraus entnimmt man, dass auch: 

auf t^: ^1 — P, — /?*, 00 — ft — G^i — -4i A^B^ = ±-4jB, 

auf t^: A^ — P^ — F^'-Q^^G^^'^ A^, Werden kann, nämlich jedesmal, wenn 

Dabei wäre auch durch Berechnung die Lage ^1^1 ^-F^t'^s 

von A^ aus bekanntem ^^ leicht darnach zu ist Dies kiann aber beliebig oft ^ 

finden, dass stets die La^e der vier gleich- zweifacher Weise herbeigeführt werden. 

grossen Strecken wie G^P, das geometrische "^""'^"^* y^iö^ u^x m^j^^x »lu v 

Mittel der beiden Längen (?,^, und F^A, Denn von einem ganz behebigen Iw 
sein muss. A^ auf t^ kann man die Strecke Ui^i 
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Erkl. Iftl. Wird in der Prodaktenglei- 
chiing : 

6} Ai • F^ A^ = G^B^» F^ B^ 

nicht links A^B^ nnd rechts ^,B,, sondern 
links ^,Bj nnd rechts A^B^ eingefllhrt, so 

entsteht : 

also hier nach Wegfall von G^B^'F^A^ die 
Gleichheit: 

A^B^'F^A^ = — A^B^'G^B^, 

Demnach wird: 

wenn 

aldo nach der Produktengleichheit : 

G,A, = ^F^B,; 

und somit sind beide Ergebnisse identisch. 

Die Vorseicken & Strecken swischen 
entsprechenden Punkten ^B in beiden Reihen 
sind gleich (beide -f- oder beide — ), wenn 
der inneren (Susseren) Strecke A^B^ auf der 
einen Punktreihe auch die innere (äussere) 
Strecke A^B^ auf der andern Beihe entspricht; 
dagegen ungleich, wenn der inneren (äusseren) 
Strecke A^ B^ auf /, die äussere (innere) Strecke 
J,B, auf t^ entspricht (die eine ^, die andre 4-). 
Im erstem Falle kann keine, im letztem Falle 
muss jede der endlichen Strecken AB den Flucht- 
punkt ihrer Beihe in sich schliessen; denn im 
erstem Falle entspricht keine, im letztem 
Falle jede der beiden Strecken der den un- 
endlich fernen Pnnkt enthaltenden Strecke der 
andem; und im erstem Falle liegen auch je 
zwei zugeordnete Punkte zwischen den zugeord- 
neten Endpunkten beider Strecken, im letztem 
Falle hat kein Punkt zwischen den Endpunkten 
seinen entsprechenden zwischen den andern. 

So treffen in nebenstehenden Beispielen zu- 
sammen einerseits die Beziehungen: 

und 

mit zwei Pnnktfolgen der Art: 

«/\...B,--^,-6^ F,QQ 

nnd 

00 Cr j Z*', — Bj -4j • • • Cr, 00 ; 

dagegen andererseits die Beziehungen: 

nnd 

^j C, = — A^ Co 

mit zwei Punktfolgen der Art: 

00 F. A,^G, C, -" F.CD 

nud 

X Öl c; — j; — ^j . . . ö, 00. 

ErU.lSla« Zu den entgegengesetzt gleichen 
^trecken zwischen entspredienden Punkten ge- 
nören offenbar auch die Strecken der Potenz- 
pnnkte ±P,ei=TJ^ift. «ad zu beiderlei 
Art ie nach der Auffassung die unendlichen 
»trecken F, G^ = F^ ö,. Sonst muss von den 



entnehmen und dieselbe dann auf t^ dies- 
seits oder jenseits F^ als — F^B^ oder 
-{-F^C^ antragen. Jeder der so ent- 
stehenden Punkte B^ bezw. C^ erfüllt 
mit seinem auf f^ wieder projektivisch 
zugeordneten Punkte B^ bezw. C^ die 
ursprfingliche Gleichung: 

G.B^'F^B^ = G^C^'F^C^ = G^A,'F^A^\ 

und da ausserdem: 

G] ^j =: — F^B^ = -+- FjC,, 

SO ist auch nach voriger Ableitung: 

^1 J9j SS ~]~'^^jCr{, ^1 C| i^ ^~ ^f C/j* 

Und fttr dafi eine Paar {A^B^ und 
A^B^ ist auf Grund der Produkten- 
gleichheit: 

G^B^ = — F,^,, 

für das andere Paar {A^C^ und A^C^ 
aber: 

folglich liegen die Punkte A^B^ und 
A^B^ je beide auf gleichen, A^C^ 
und A^C^ aber beidemale auf un- 
gleichen Seiten vom Fluchtpunkte 
auf ihrer Punktreihe. Man erhält also: 

Satz 7 a. Bei zwei projektivischen 
Punktreihen gibt es von jedem be- 
liebigen Punkte der einen Reihe 
ausgehend zwei bestimmte Stre- 
cken, welche mit den entsprechen- 
den Strecken zwischen den zu- 
geordneten Punkten der andern 
Reihe gleichlang sind. Das eine 
Paar der gleichen Strecken schliesst 
jeweils den Fluchtpunkt aus, das 
andere ein. 



Erkl. 182. In Fig. 36 (S. 53) kann man sich 

Jie gefundenen Beziehungen ungefähr da- 
urch vorstellen, dass man die Pfeilrichtungen 
als die beiden positiven annimmt, und etwa G^ 
und F, als Mittelpunkte der Strecken P^Q^ 
und P,5, und ÖjP, = F,Oa denkt. Dann 
würden P,, und $„ die Potenzp unkte; und 
dem kleinen — G^A^ entspricht ein grosses 
-^F,^,; dem grossen -|-(?jB, ein kleines 
— FjBj-, ihr Produkt gleich + A^i'— ^a^r 
Würde dagegen etwa angenommen: 

^G,F,^+F,Q, = ^F,B,, 

so müsste nach obigen Entwicklungen auch 
werden : 

-P,e, =+P,Oa und -f P,5, = +P,B,; 

letztere Strecken als direkt gleiche schliessen 
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Endpunkten gleicher Strecken wegen der Pro- jede den Fluchtpunkt ihrer Reihe ans, entere 

dukteugleichheit : als umgekehrt gleiche schliessen jede den Flncht- 

G Ä 'F A = +5~F* punkt ihrer Reihe ein; dem Innern von ?^V, 

. * I , * \ -*-, * * 1 IV j mit Punkten GAD entspricht nicht das Innert 

je einer mnerhalb, der andere ausserhalb der ^^^ pg ^.^ p^j^^^^ ^ ^ ^^U aber den 

Strecke vom Fluchtpunkt zu den Potenzpunkten i^nem von P,B, das Innere von P,B.. 
liegen; und zwar bei den direkt gleichen Strecken ^. * \ , ^ ,. -A V^ -l 

fttr das obere Zeichen + auf gleicher, bei den , ^npg^ man insbesondere die PunktreiheD 

entgegengesetzt gleichen Strecken fttr das untere ä«J»T% J» P^^S^^^^^yi«^® , J^*«^ ' ^"^ ^^^ 

Zeichen — auf entgegengesetzten Seiten des Scheitel S auf die Winkelhalbierende von j f, 

Fluchtpunktes. Die Endpunkte der ersteren Art ^? liegen kommt, dass also wegen G,D,=.F.D, 

gleicher Strecken in beiden Reihen rücken da- Jie Punkte D,D^ als Potenzpunkte im 

her vom Fluchtpunkt, bezw. unendlich fernen Schmt^unkt zusammenfallen, so wird durb 

Punkt gegen den zwischen ihnen liegenden Po- jedes Paar von symmetrischen ProjektioE- 

tenzpuAt zusammen, um gleichzeitfg in einen strahlen beidereeits dieser Winkelhalbierenden 

und denselben hineinzufallen; von den End- fe*^* J«2^^^^^^*^^<* ^^^ 5^ ^J^^^Jj^^F,'] 

punkten der zweiten Art gleicher Strecken aber Figur 26 ftr ^(ad) = (dq) oder (hd) = {dp\\ 

rückt in beiden Reihen jeweüs der eine vom «"»es der direkt gleichen Stteckenpaare in syi«- 

Fluchtpunkt zum einen Potenzpunkt, während metrischer Lage ausgeschnitten: 

der andere auf der andern Seite aus dem Un- { — AiQ^ = — A^Q^ bezw, -f- Pi-Bj = + P^BX 

endlichen zum entg^ngesetzten Potenzpunkt ^.^^ obendrein noch der Winkel der Träger 

heremkommt, und beide faUen gleichzeitig in , ^.^ rechter, so werden durch jedes Paar 

die beiderseitigen PotMizpunkte hinein, um ^^itwinkUger Projektionsstrahlen (vergleichbar 
dann wieder m gleicher Richtung auseinander ^ ^ in Figur 26) zwei wegen gemiüuiamer 

^L Än„lVt"*Ä^^ Winkel und gleicher Höhen kongruente recht- 

zum Fluchtpunkt. Daher gibt es entsprechend ^^iklige Dreiecke ausgeschnitten; Die gleicheD 

bleiche Strecken von der ersten Art in allen Hypottnusen (+A,B, bezw. ^ aJ,) der- 

Cxrössenwerten von oo bis 0, von der zweiten J^^^ ^^^^ zwd von den umgekehrt gleiche« 

Art nur von oo bis Strecken beider Punktreihen; jede schliesr 

P,Qi = P2Q2 = 2'G^P^ = 2'GiQ, = 2F^P^ den Fluchtpunkt ihrer Reihe ein, dem Innern 

= 2-^2^2. der einen entspricht das Aeussere der andern. 

Frage 38. AVelche Massbeziehungen 
liefern die entsprechenden Normal- 
strahlen zweier projektivischen Strah- . 
lenbttschel in perspektivischer La^e? Antwort 1. Legt man m Fig. 15 u. 16 

(S. 29 u. 31), woselbst aS\ a r/\ S^, durch 

die Scheitel S^S^ einen Kreis, welcher 

i> n 100 rr -^A^ V.,. V. o* VI seinen Mittelpunkt auf t hat, und nennt 

Erkl. 188. Zu jedem beliebigen Strahle a, tt ^ rr j^™^ a«i.,»u*«„«i,4..* ^u / cn 
gibt es einen senkrechten Strahl n„ oder zu a f^™^ ^ dessen Schnittpunkte mit ^ ^> 
einen senkrechten Strahl w,. Aber dann ist entstehen in Flgur 27 beidemale ^l^ 

nicht n^ a m,. Denn der Schnittpunkt von n^ und S^ U als zugeordnete Strahlen und 

mit f und der Schnittpunkt von m, mit < faUen ^^jg^g^ ^v und *S,F. Und zwar ist 
im allgemeinen nicht zusammen, wenn «, 1 a,, , ^ ^ 1 „^ j «„«,„««« ./ 

m, I a,. Es ist also eine gan^ besondere Er' ^1 JL t'^ und u,±v,, 80 dass man u,u, 

scheinung, wenn Jn Figur_27 «, JLt^i, «j±f?« ^^^ ^\^\ ^^^ entsprechende senJc- 
und zugleich u^ /\ m,, r, i\^ t;,. Aus Figur 27 rechte Strahlen, oder als zugeord- 
erkennt man auch, dass diese Erscheinung in nete Normalstrahlen bezeichnen muss. 

zwei beliebigen projektivischen Strahlenbüscheln y^^^ u^ii^u:--^ q««aMa»»<^o«. ^ x « 
nur ein einziges Mal vorkommt, denn der ^^^ behebige Strahlenpaar a, i\ a, 
Kreis durch s^s^ mit Durchmesser t schneidet liefert dann die vier Dreiecke mit Seiten: 

eben nur die zwei Punkte U und V aus. — a.u^t, a^v^t, a,M,f, a,f»,f, 

Die Auffindung solcher zugeordneten Nor- . . .| j. ttt:^u^i aw\ ^^a /rA 

malstrahlen geschieht bef beliebig gegebenen ^«"»1 jeweÜS die Winkd («<) und {<t) 

projektivischen Büscheln dadurch, dass man die- konstante Winkel der Buschel in der 

selben erst in perspektiviadie Lage bringt and gegebenen Lage sind, dagegen CUe 

dann di^Men Kreis zieht, dessen Mittelpunkt auf * Winkel (ua), (va) oder («6), (»6) W- 

Sn?ttefwirr '^*"'' änderliche Winkel je na^h Wahl eines 

beliebigen Strahlenpaares a.a^ oder i,*? 

Wendet man nun auf diese Dreiecke 

den Sinussatz an, indem man die 
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Figur 27. 




JI. 




Erkl* 183a. Der Sinnssatz (siehe Kleyer, 
Lehrbuch der ebenen Trigonometrie, Antwort 
auf Frage 19) lautet in Worten : 

„Die Seiten eines Dreiecks ver- 
halten sich wie die Sinusfunktionen 
ihrer Gegenwinkel, 

oder in Formel: 

a '. : c zsz stna : stn ß : stny I == -r-- ' -r- '» -r— I » 

\ ha hb hcj 

bezw. : 



(= 2r). 



Buchstaben «j und a^ für die Dreiecks- 
seiten verwendet, so entsteht: 

sm(«, fl,) Aü 



1) . . . AfliWi^ 



folglich : 



sin (Mj t) 



sin («1 Oj) = 'Sin (u^ t) ; 



2)... Afl,t^i< 



sthtt 



sinß 



stny 



folglich : 



.^in(v^a^) AV 

sin (v^t) a, ' 



Erkl. im. Wählt man in Figur 27 statt 
des Strablenpaares a^a^ das Strahlenpaar h^b^^ 
so entstehen die Dreiecke b^u^t^ b^v^t, b^u^t^ 
h^v^t. Die hier auftretenden Winkel (ut)(vt) 
sind die Nebenwinkel der vorherigen Winkel 
{ut)(t}t). Da aber sin(180 — «) = «t««, so 
wird dadurch die Schlussfolge des Beweises in 
keiner Weise verändert, und es entsteht ebenso: 

^9 («1 hl) tg (p, b^) = tg (uj t) • ig {v^ t). 

Die Beweisführung für die Strahlen a^a^, 
oder 6, 5, ist jedesmal in Figur 27 1 und 27 II 
durchzufahren, ohne dass eine verschiedene 
Schlussfolge eintritt, ob die Scheitel auf gleicher 
oder ungleicher Seite von t liegen. 



AV 
sin (t'i ttj) = sin (t'j t). 

Da aber: 

SO ist sowohl: 
als auch: 

Dadurch wird: 

sin (r, ttj) = €08 (u, a,) 

und 

also erhält obige zweite Folgerung die 
Gestalt : 

AV 

cos (m, a,) = 'COS («lO* 

^1 



ErU. 184 a« Da: 

tga = ctg(90-a)= ^^^^_^^^ 

ist, so kann der nebenstehende Satz 8 durch ver- 
schiedene Formelausdrücke wiedei^egeben wer- 
den, z. B. : 

tg («1 a,) . c/^ (mj o,) = /<7 (m, t) - ctg (w, 0. 
oder: 

ctg(Viai)tg{v^a^) = ctg{v^t)tg(v^t), 
oder: 

^ffi^iOi)'tg{u^a^) = tg(v,t)'tg(u^t)] 



folglich : 

siniu^a^) = «•n(tt2 0> 

oder aus gleichen Gründen wie oben: 

cos (»2 ag) =: • cos (r, t). 



4) . . . A^^ji^j^ 



folglich : 



sin (», a,) AV 

sin (©3 f) a, ' 



-4F 

8m (i?2 Oj) = • sin {v^ t). 



a. 
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man kann auch in der Hauptformel sowie in 
jeder der hier stehenden Formeln jedesmal 
die Fnnktionszeichen tg nnd etg bezw. ctg und tg 
vertauschen, u. s. w. Das gleichbleibende Pro- 
dukt fg{n^t)-tg(v^t) wird auch hier benannt 
als die „Konstante der projektivischen 
Beziehung'* der beiden Strahlenbüschel. 

Bei der perspektivischen Lage in Figur 27 
ist d^i selbstentsprechender Strahl, also auch 
tg (d Ui) * tg (d v^) gleich dem konstanten Pro- 
dukt. Demnach bleibt die perspektivische 
Lage erhalten bei jeglicher Verschiebung der 
beiden Scheitel auf der Geraden d, wenn nnr 
die Büsciiel mit einem selbstentsprechenden 
Strahle d.,^ aufeinander gelegt werden. — Um- 
gekehrt kann auch hier wieder die Konstruk- 
tion bezw. Berechnung entsprechender Strahlen- 
paare angeschlossen werden, indem zu willkür- 
lichem Winkel (u, a.) der zugehörige Winkel 
(u^a^) gefunden wira aus der Gleichung: 

ctg («2 a,) = tg (», a,) = tg (mj t) • tg (r, t) - etg (u^ aj. 



Bei Division der ersten Folgerung 
durch die zweite fällt nur a^ weg, and 



9tn 



es entsteht aus dem Bruch — jeweils tg: 



C08 



ebenso fällt bei Division der vierten 
Folgerung durch die dritte a^ weg, und 



es entsteht wieder 



tg («1 a,) = 



und 



8tn 
cos 
AU 
AV 



= t(/j nämlich: 
'tg(u,t) 



AV 



Werden nun diese beiden Ausdrücke 
ebenfalls noch multipliziert, so fällt ancli 

AU 

der Bruch -j=r fort, und es bleibt: 

Hierin sind aber {u^a^) und (t\a,j 
die veränderlichen; dagegen (uf) und (r/j 
bezw. (du) u. (dv) die konstanten Winkel, 
also erhält man stets denselben Ausdrack: 

tg(u^t)'tg(v^t) = tg(du^)'tg(dt>^) = ctg (v^t)'Ctg (u^t\ 

bezw. : 

tg(Vii)-tg(u^t) = tg (dv^) tg (du^) = ctg(u^tyctg{ut) 

bei jeglichem Tangentenprodukt zweier 
solchen Winkelpaare: 

tg (u ^a^) tg (v^a^ = tg (u^h^) tg (v^ = ^Sf(^t<^i)'*ffi^i<^'i:i 

bezw.: 

tg (v, fl,) tg (u^a;) = tg (v^ 6,) tg (i*, 6,) = tg (t?, c,) tg (u^c)^' -" 

und es entsteht die Aussage: 

Erkl. 185« Wenn man das Ergebnis der 



unten folgenden Antwort auf Frage 41 hier 
schon vorausnimmt, so erhält man für neben- 
stehenden Satz 8 den folgenden andern Beweis: 
Die Doppelverhältnisse (a^b^c^d^) =^ {(^\c^d^, 
in der Weise angeschrieben, dass für c und d 
die Normalstrahlen u^v^^u^v^ eingesetzt werden, 
liefern : 

(a,6itt,t?i) = (a,&,Mjr,) 
oder: 
31» (ttj w,) sin {a^v^ sin (a, u,) sin (a, v^ 

sin («1 bj) ' sin (r, ft,) sin {u^ b^) ' sin (©, b^)' 

Da nun (a^v.) und (a^v^) u. s. w. die Kom- 
plementwinkel zu (Uja^) und (u^a^) u. s. w. 
sind, so ist hierin: 

fiin (a^t\) = cos («la,), sin(v^b^) = cos{b^u^)', 

sin (Oat/j) = cos(v^a^\ sin (u,^,) = cos (b^v^). 

Dadurch entsteht oben: 

sin(a^u^) cos (b^ ^^) cos (p, g^) sin(v^b^) 



Satz 8. In zwei projektivisck 
verwandten Strahlenbüscheln 
hat das Produkt der trigoBO- 
metrischen Tangenten der 
Winkel von je zwei ent- 
sprechenden Strahlen mit j^ 
einem ungleichnamigen der zuge- 
ordneten Normalstrahlen einen 
konstanten Wert (bei perspek- 
tivischer Lage gleich dem Tangenten- 
produkt der Winkel der beiden ge- 
wählten ungleichnamigen Nonnal- 
strahlen mit dem Verbindungsstrail 
der Scheitel oder mit der projizieren- 
den Punktreihe). 

2. Bei den beiden Winkelpaaren (fifi) 



sin{u^bj) cos(u^a^) cos (b^v^) sin(a^v^) - mt ^ -. , 

und hieraus mit entsprechender Umstellung ™d (v^a^) bezw. («ift,) und {v^b^)^ 

bezw. Zeichenvertauschung: im allgemeinen stets der eine Win^^^ 

tg {u^ g,) _ tgjv^b^ (zugleich mit seiner Tangente) grösser. 

tg (w, fe,) "" tg{v^a^) ' der andere Winkel (mit seiner Tangente) 
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oder wie früher: kleiner sein müssen, damit das Tan genten- 

^9 («1 «i)- ^9 {«?! a«) = i9 («1 \)'tg (t?s 5,) produkt gleichen Inhalt hat ; und wegen 

für awei beliebige Strahlenpaare a und h. des Vorzeichens wird, wenn a^ und 6, 

|Bt«t man denselben Satz für den gemeinsamen j^ S, nach gleicher oder nach ungleicher 

Strahl d.^ an, so erhält man anch die Ans- ^ -i. i- i ^ r • 

wertnng cles konstanten Produktes gleich: Seite von Mj hegen, auch a^ und b^ m 

/^(« d)-t^(r (0» '^s ^^^^ gleicher oder nach ungleicher 

und wegen der gleichen bes^. 'supplementären Seite von v^ liegen müssen (vergleiche 

Peripheriewinkel {u^d) und {v^t) sowie (v^d) Erkl. 86). 

und («, auch in der Form : Nur für ein einziges bestimmtes 

tg (tt, t) ' ig (r, 0- Strahlenpaar p^p^ bezw. q^ q^ mit gleichen 

D 1.1 lOA r* 1 * * wT * ;i ü ^ Neigungswinkeln auf jeder Seite zum 

Erkl« 180« Der konstante Wert des Pro- x- i ^ 1.1 v • j j -m n 

^uktes: rsormalstrahl w^ bezw. i\ wird der Fall 

ig {u^a^ tg {v^a^ =z * " eintreten, dass das Tangentenprodukt 

in Satz 8 wird auch die Potens der pro- ZU einem Quadrat wird, indem die 

jektivischen Beziehung zwischen beiden beiden Winkel (u.p^ = (v^p^) bezw. 

Strahlenbüscheln genannt, .nnd die beiden / w / x nj^^jj ^en beiden entgegen- 

Strahlen p,q, m S, und «-g, in S, heissen dann ^ *^r . ^ t?« i.i. j 

die Potenzstraklen (oder potenzhaltenden gesetzten Richtungen von u^ und v, 

Strahlen) jedes Büschels. Auch sie behalten gleiche Grösse erhalten. Für diese 

selbstverständlich ihre Lage (in gleichem Strahlen p, q wird also die Gleichung: 
Neigungswinkel beiderseits der zugeordneten .^ ^ ^ \ *« / \ *^ /- « \ #« /« ^ \ 

NoÄialitrahlen) und ihre Bedeutung^wenn man . *9iM,p,ytg{v^p;i = tg(u,q,)-tg(v,q,) 

etwa die beiden Büschel aus der perspektiri- die Form annehmen: 
sehen Lage in die schiefe Lage yerbringt oder _l ^^2 (u, pA = 4- ta^ (v^ pA = +t(fl (u, q,) 
sonstwie in der Ebene beliebig versduebt. — ^ 9 k iF,; nz 1/ \ * ' _ ?A/« n\ 

Wurde man die beiden Büschel in der Weise . , . , — X'fi^ ^«'«92^» 

zur Deckung bringen, ^ass bei gemeinsamem ^^^l^ eiwa: 

Scheitel die beiden zug^eordneten Potenzstrahlen tgiu^ p^) = tg(t>^p^) = + V^g (^i^i)' tgiv^a^) 
p,, und g., aufeinander fielen, so fielen auch /_ *_ i/ ^^/«. t\ f„/„ l\ \ 

die Zugeordneten Normalstrahlen u, und r, , K-"rvtg{^it)'tg[v^t); 

bezw. w, und v^ als Halbierende des Winkels ^^"- 

und Nebenwinkels von jp. g, und p^q^ aufein- tgiu^q^) = '^ («'«?») = — V^'^ («i «i) ^^ (r« «a) 
ander, und es müssten für beide Büschel ent- /_ w *^/,, *\*r>rs. *\ \ 

sprechend zu durchlaufende Winkel werden K- — V ^9{Uit)tg{,Vjt)). 

(a, zwischen «j und jp, angenommen): Liesse man die Messung der Wmkel 

in 5,: aj— /?, — «?i — g, — «*, — a„ von u^ und v^ ausgehen, statt von t/j 

in s,: a^— _p, — t,, — g,-.u, — a,. Und t'^, SO Würde im vorigen Falle 

Dazu wäre auch bei der Berechnung die Lage tg(viP^)'tg(u^P2) = tg^i^iPi) = ^9^(^iPi) 

grossen Winkel wie (w,jp,) das geometrische . c^g^i^iPü = <:tg^(^iP9> 

Mittel der beiden tg{Uia^ und tg(v.a^) sein also Wieder das reciproke des vongen. 

1QUS8. 

3. Um den Winkel zwischen den Strah- 

Erkl. 1S7. Wird die Ableitung der neben- len a^b^ und zwischen ihre zugeordneten 

stehenden Antwort 8 eingeleitet durch: Strahlen a^b^ selbst in die Rechnung 

tg (a, 61) = tg [(a, v,) + (v, &,)] einzuführen, beachte man, dass zunächst 

und ifM u ifM ij ^ tg (a^u,) + tg {uM 

tg (o, Jj) = tg [(aj «,) + (m, ft,)] 1 — tg (a, tij) ^^7 (w, K ) ' 

_ <^(a,t<,) + f^(u,6g) und ebenso: 

"" 1 — ^^r (aj Uj) tg («, 6,) * f^ (a, 6,) = ^^ [(a,r,) + (f-j &,)] 
so wählt man auch die vorhergehende Pro- __ tg (a^v^ -^^ tg (v^\) 

duktengleichung in der Form: " l — tg (a^v^) tg (v^b^ ' 

^^j9(v,a,)tg(u,a,) = tg(vMtg{u,h,), j,^^,^^^, ^.^^^ ^.^ nrsprttngUche Pro- 

tg (a, V,) __ tg (u^ 6,) duktengleichung: 

*9 i^i ^1) "" tg (cij «,) ' /^ (tt, a,) /^ (p, «,) = tg (u^ ij) ^^ (r, h^ 
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[l — tg (a^u^ tg (u^K)]. 



woraus durch beiderseitige Addition von 1: 

fSf («1 gl) + tg (v^ b,) _ tg(aiU^) + ig(u^h) 

tg(v^b^) tg{a^n^) 

Nun wird auf voriger Seite unten: 

^9 («1 «^i) + tg («^1 \) 

= tg (a, \) [1 ~ tg (ttj f>,) ig (v, 6,)], 
und 

t9 ((^i^i) + tg (u^b^) 
= tg («8^) [1 — tg (a.««,) ^ijr (tt,&a)]; 
folglich durch Einsetzung auf dieser Seite oben: 

__. tgja^b^ 
tg (a, wj) 

Hiernach wird: 

jedesmal dann, wenn bis aufs Vorzeichen: 
l — tg (a^v^) tg (v^b^) __ l — tg (a^ u^) tg (u^ b^ 

tg(v^b^) "' tg(a^u^) ' 

also: 

tg (tf , Wj) — tg (tti t>i) <^ (i>i 6,) tg (a, f#j) 

= ^^ («^1 h) — <^ (Oa«t) tg («a &j) <^ (p, b,), 
oder in anderer Zusammenfassung: 

tg (flj Wj) [1 + ^^^ (wj M ^^ (<>i *i)] 
= tg (t^i 6i) [1 + ig (a^v^) tg (ajM,)]. 

Wieder sind nach der obigen Produktengleichung 
die zweiten Glieder der Klammerfaktoren gleich, 
also bleibt nach Kürzung mit den beiden Klam- 
mern : 

sobald : 

<^ (flfjMj) = ± (p, 6,) = — (Mjaj) 

und hierzu nach der Produktengleichung: 

<^ (r, a^) = 4= («2 ftj). 

Das ist aber mit Berücksichtigung der Ver- 
tauschung von u und v das gleiche Ergebnis, 
wie nebenstehend. 

Ueber die Vorzeichen für Winkel zwischen 
entsprechenden Strecken a, fr In beiden Büscheln 
^ilt bezüglich Innenwinkel und Nebenwinkel 
m entsprechender Umiaufsrichtung dasselbe, 
wie in Erkl. 131 über entsprechende Strecken 
von Punktreihen. Bei der ersten Art gleicher 
entsprechender Winkel liegt zu jedem Strahl 
im einen Innenwinkel (bezw. Aussenwinkel) der 
entsprechende Strahl auch im andern Innen- 
winkel (bezw. Aussenwinkel); bei der zweiten 
Art dagegen zu jedem Strahl im einen Innen- 
winkel )[Aussenwinkel) der entsprechende Strahl 
im andern Aussenwinkel (Innenwinkel). — Und 
die Aufeinanderfolgen der Strahlen entsprechen- 
der gleicher Winkel wären im ersten Fall (a b) 

in S,: 

r, • ••&! — «1— «1 ^i'"^\ — «1 — «i" •••«',, 

in S^: 



die Gestalt an: 

tg (a, ''i) 



tg (tff K) 



also mit beiderseitiger Addition der 
Einheit: 

tgia^Ui)+.tg(u^b^) __ ig (a^vQ -^ tg (r^b^) 
tg(u,b,) "■ tg{a^v^) 

In diesen beiderlei Ausdrücken ist nun 
aber der Zähler derselben wie oben, also: 
tg (»i «i) + tg (m, fe,) 

= tg («1 b,) [1 — tg (rtjttj) tg (te, b,)] 

und 

tg («a ^%) + tg (t'a fta) 
= tg («2 &«) [l — tg (a, Oj) tg (t?, 5,)]. 

Setzt man diesen Wert ein, so folgt: 

tg (o, b,) 



tgiuib^) 
tg{a^b^) 



[l — tg (a^u,) tg (u^b^)] 
[l — tg (a^v^) tg (v^h^)]. 



iu 



tg{(h^i) 
Damit also: 

oder: 

tg(a^b^) = ±tg(aM 

werden kann, muss auch bis aufe Vor- 
zeichen : 

l — tg(a^u^)tg(u^b^) ___ 1 — tg (a^p^) t g Mi] 
tg(u^b^) tg(a^v;) 

sein, oder: 

tg (»«»a) — tg (a, u,) ig {u^ b^) tg (a^v^) 
= tg («1 b^y^—tg (aj r,) tg (r, b^) tg (a, &,). 

also in anderer Zusammenfassung: 

tg (ajfj) [1 + ^5^ (Pa fe,) /<7 («, &,)] 
= ^^ (»1 *i) [1 + tg («1 «i) ^^ (ciat^j)]. 

Da aber hier nach der ursprünglichen 
Produktengleichung das zweite Glied in 
jedem dieser Klammerfaktoren den glei- 
chen Wert hat, so kann mit der ganzen 
Klammer gekürzt werden, und es kann 
folglich: 

werden, sobald: 

und ebenso: 
wenn 

<^ (ffji^j) = — (m, b,) = — (ffjO,). 

Nach der Produktengleichung ist dann 
im ersten Falle auch: 

<^(M,aO = —(^353), 

im zweiten Falle: 
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im zweiten Fall (ac) 
in S, : 



a^^u,-'C^'"V^ 



in S.,: 
u., 



r,— Tj ffj- "U, 






Erkl. 187 a. Zu den entgegengesetzt gleichen 
Winkeln zwischen entspredienden Strahlen ge- 
hören offenbar auch jdie Winkel der Potenz- 
strahlen + iPiQi) ^= + (Pi9i)y luid zn beiderlei 
Art je nach der Anffassiing die Winkel der 
Normalstrahlen <^(u,rj) = (ii,rA Sonst mnss 
von den Endschenkeln gleicher Winkel wegen 
der Prodnktengleichnng: 

tg («1 a,) tg (f?,aä) = ± tg^ (m,i),) 

je einer innerhalb, der andere ausserhalb des 
Winkels vom Normalstrahl zum Potenzstrahl 
liegen. Die Endschenkel der ersten Art gleicher 
Winkel rücken daher von den ungleichnamigen 
Normalstrahlen in beiden Btlscheln aus in beiden 
Umlaufsrichtungen, d. h. gegeneinander und aus- 
einander gegen den zwischenliegenden Potenz- 
strahl, um gleichzeitig in einen und denselben 
hinein zu fallen ; von den Endschenkeln der zweiten 
Art gleicher Winkel aber rQckt in beiden Reihen 
jeweils der eine vom Normalstrahl zu einem 
Potenzstrahl, während der andere auf der andern 
Seite von der Verlängerung des zweiten Normal- 
strabls zum entgegengesetzten Potenzstrahl 
hereinrückt, — und nach dem beiderseitigen 
Zusammenfallen rücken beide wieder in gleicher 
Hichtung weiter auseinander, der erste zum 
einen, der zweite zum andern Normalstrahl. 
Daher gibt es entsprechend gleiche Winkel der 
ersten Art in allen Grffssenwerten von 90^ ab- 
wlrts zu Qo und aufwärts zu 1800; von der 
zweiten Art nur von 90^ abwärts bezw. auf- 
wärts bis zu den beiden supplementären Werten 
des spitzen bezw. stumpfen Neigungswinkels 
der Potenzstrahlen: 

Erkl. 188. Um sich die gefundenen Be- 
ziehungen an der Figur vorzustellen, denke man 
sich etwa in Figur 27 I und II (S. 57), dass die 

Winkel (u,a,) = (^s^t)' ^^^ ^^^ ^ ^^^ ^ ^ 
beiden Büscheln die Halbiemngsgeraden des 
Winkels und Nebenwinkels der Strahlen ah 
wären. Dann wären a, 6, in S, und a^b^ in S^ 
die Potenzstrahlen, nämlich: 

also auch: 

nämlich gleich dem Komplement des vorigen 
Winkels. 

Um auch die gleichgrossen Winkel zwischen 
entsprechenden Strahlen zur Vorstellung zu 
bringen, bringt man zunächst wieder die beiden 
in beliebiger Lage gegebenen Büschel in p er- 
Bpektivische Lage, und zwar einmal gleich- 
lanfend, wie in Figur 27 I, und einmal (nach 



Mau kann daher von einem beliebigen 
Strahle a^ in aS\ den Winkel (t^jöi) ent- 
nehmen und denselben dann in S^ dies- 
seits oder jenseits v^ als —(^'2^2) ^der 
+ (^'2^2) autragen. Jeder der so ent- 
stehenden Strahlen b^ oder c^ erfüllt 
mit seinem in S^ projektivisch zugeord- 
neten Strahle b^ oder c^ die ursprüng- 
liche Gleichung: 

tg (wj 6,) tg (v^ 6,) = tg («, c^) tg (r^ c,) 

= tff (.^i(ii) tg (v^a^), 

und da ausserdem: 

SO ist auch nach voriger Ableitung: 

<^ (öl &,) = + (a, 6,), <^ (a» Cj) = — (a^c;). 

Und dabei liegen die Strahlen a^b^ und 
a^b^ beide in gleichem Winkel- 
raum, a^c^ und a^c^ aber je in ge- 
trennten Winkelräumen der zu- 
geordneten Normalstrahlen ti^v^^ bezw. 
v^ r j ihres Büschels. Man erhält also : 

Satz 8 a. Bei zwei projektivischen 
Strahlenbüscheln gibt es von jedem 
beliebigen Strahle des einen 
Büschels ausgehend zwei bestimmte 
Winkel, welche mit den entspre- 
chenden Winkeln zwischen den 
zugeordneten Strahlen des andern 
Büschels gleichgross sind. Das eine 
Paar der gleichen Winkel schliesst 
jeweils die zugeordneten Normal- 
strahlen beide aus oder beide ein, 
das andere Paar den einen ein, den 
andern aus. 
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der dazu nötigffdlenden UmklappnDg) nn^leich- 
]aafend, wie in Fignr 27 IL Dann gibt es 
viele Kreise durch die Punkte S, und 6^, welche 
den Träger t in zwei Punkten schneiden. Und 
wenn man 8, und 5?, mit solchen zwei Schnitt- 
punkten veroindet, so entstehen werfen der 
gleichen bezw. supplementären Periphenewinkel 
auf demselben Kreisbogen in Fi^ur 27 1 lauter 
Strahlen mit gleichen Winkeln, m Figur 27 II 
aber Strahlen mit supplementären Winkeln, wobei 
dann der Nebenwinkel des einen Strahlenpaares 
gleichgross wird dem Innenwinkel des andern. 
5lan sieht femer, dass die Halbkreise selbst zu 
diesen Kreisen ^ebdren, dass also in Figur 27 1 
alle andern Kreissehnittpunkte beide zwischen 
UV oder beide (linkB und rechts) ausserhalb 
UV liegen; in Figur 27 II dag^en jeweils 
der eine Schnittpunkt zwischen üj D und der 
andere rechts ausserhalb F, oder der eine 
zwischen /), V und der andere links ausserhalb 
U, In der gleichlaufenden Lage Fig. 271 
erscheinen daher die gleichen Winkel der ersten 
Art, welche u und v beide ausschliessen bezw. 
beide einschliessen; in der ungl ei chl auf en- 
den Lage, Figur 27 II, erseheinen die gleichen 
Winkel der zweiten Art, welche u und v 
trennen. Als kleinster Kreis erscheint in 



Figur 27 I einerseits S^S^ der BerQhnuigskTeiä 
mit t zwischen U V [etwa mit BerOhrangspioikt 
Ä und Sehnentangentenwinkel (<a,) = {da^\ 
andererseits 5,5, der Bertthrung^eis mit t 
ausserhalb U [etwa mit Berührungspiinkt B und 
Sehnentangentenwinkel (th^) =, (db^)]. Diese 
Bertthrungskreise liefern die Potenzstrahlen 
^hier angenommen als a und h). Denn es wird 
im ^ u^a^t: 

^ Ka,) = 180- (<«,)- (ta,-) 

= (äv^) — (da,) =. {c^a.) 

bezw. im A ^*i^i*= 

^ («,&,) = 180 -(ftt,)- CM 

= (dv^) - (db^) = - (r,d) — (rffe,) 

(In Figur 27 II erscheinen die Potensstrahlen 
nicht so einfach). Eine Art Grenswert der 
Winkelgrösse in beiden Figuren erhält man 
durch den grössten der verwendeten Kreise, näm- 
lich die Gerade <2,,. Sie liefert jedesmal zu <f,. 
die Parallelen zu t durch 5, und S^ als Strahlea 
mit gleichen korrespondierenden bezw. Wechsel* 
winkeln. Während aber in Figur 27 1 ein Fallen 
bis 00 (in Ä) und Steigen bis 180^ (in B) em- 
tritt, kann in Figur 27 II der Wert OO besw. 
1800 nie erreicht werden. 



Frage 39. In welcher Beziehung 
steht das Doppelverhältnis von vier 
Punkten einer Ponktreihe znm Dop- 
pelverhältnis von vier zugeord- 
neten Strahlen eines projektivisch ver- 
wandten Strahlenbflschels? 



Figur 28. 




Erkl« 189. Die sechs verschiedenen Werte 
des Doppelverhältnisses beruhen auf verschie- 
dener Gruppierung der vier Punkte. Je nach- 
dem man nun das Doppelverhältnis: 

(AB CD) oder (ACBD) oder (ADBC) 

ansetzen will, muss man*. 

A und B, oder A und C, oder A und D 

als gepaarte Punkte betrachten, und hiemach 
ändert sich auch die Beweisführung. Für die 



Antwort Die Doppelverhält- 
nisse zugeordneter Pnnktgrnppeii 
und Strahlengruppen in projek- 
tivisch verwandten Punktreiheo 
und Strahlenbüscheln sind gleich. 
also z. B.: 

AC ^ AD sin (ac) ^ sin (ad) 

'CB ' DB "" sin (ab) ' sin(db) ' 

oder: 

(ABCD) = (abcd). 

Beweis L 

In Figur 28 sind ABCD und 
ab cd die entsprechenden Punkte 
und Strahlen der Punktreihe i und 
des Büschels S. Fällt man nun 
vom Scheitel ä^ das Lot auf f, und 
ebenso von zwei im Doppelverhältnis 
gepaarten Punkten, z.B. A oder B die 
Lote auf die zwei andern Strahlen c. d, 
80 entstehen die ähnlichen rechtwinkligen 
Dreiecke : 

CAXs^CSPv^CBU, 
DAY^ DSPt^DBV, 

worin jeweils: 

AX= AS'Sin(ac), Bü z= BSsin(cb), 
Ar=AS'Siniad), J5F = BS «ii(rf>> 
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acht Werte des Doppelverhältnisses, welche mit Daher wird: 

{ABCD) gleich oder reciprok sind, passt die qc ^P— AO- ay — Ar- a <?*•« (nA 
Figur 28 mit den Loten von ^ nnd ^ aaf c öo . ör — iio . it a - -do . Aiystn {flc), 

und d^ statt deren anch die Lote von C and D oder: AS* CS 

auf a und h eintreten könnten. Ptlr die Beweis- AC = — -^ — sin (ae) ; 

fOhrung mit {ACBD) benutzt man die Lote ^^a 

von A und C auf h und d oder umgekehrt, CS:SP=iCB;BU =.CB:BS8in(eh), 

und endlich itlr (ADBC) die Lote von A und A^Af. pq rq 

D auf 5 und e. Entsprechend ftndem sich na- CB=. -——8in(ch)\ 

türlich die Ähnlichen Dreiecke, wobei nur SP ebenso: ^^ 

stets gemeinsame Seite bleibt. 8D:SP=iAD:AY=zAD:AS8m(ad), 

, DS'AS 

oder: AD=: gp sin (a d); 

und DS:SP=DB:BV = DB:BS8in(db), 

Krkl, 189a. Zwei beliebige Geraden bilden oder: DB = ~p — sin(dh). 

vier Winkel, wovon je zwei Scheitelwinkel sind, ■ci^irt.iinii «nV/i . 

und jeder ein Nebenwinkel der beiden andern. ^ eignen wira. 

Da aber die Scheitelwinkel gleiehgross sind, j££ == Az. . *'* (<*^> 

und Nebenwinkel ebenfalls gleichen Sinus haben ^ CB BS sin (ch) ' 

(nach dem Gesetze Äfn(180 — a) = «im«, vergl. ^ AD __ AS sin (ad) 

Antwort auf Frage 20 in Kleyer, Lehrbuch der -^jß — -ß^ ' ^j-j^/^m» 

Goniometrie), so kann man mit ^^^ hiernach: 

9in(ab) oder siniat) AC AD ' ( ^ ' ( d\ 

den Sinus jedes beliebigen dieser vier Winkel -^ts« : -—^ = ^'^ ^*'^; : ^f ;^-^ , 

der Geraden a und ft oder a und t anschreiben, _ ^^ ^^ «»'» (<^^) «*»(«ö) 

da ja alle vier Winkel den gleichen Sinus haben, oder: {ABCD) == {ahed). 

Beweis II. 

Setzt man ffir die Dreiecke mit Seiten 
act^ cht, adt, dbt den Sinnssatz an^ 

Erkl» 140« Wie im ersten Beweise die Lote so entsteht: 

wechseln fUr jede veränderte Zusammenstellung siniac) AC »ni(at) 

des Doppelverhältnisses, so wird man auch in . , .. = -Qjri o^« sin(ac) = — —-^-AC, 

den Beweisen II, HI und IV jedesmal die- **»»(» *^ ^^ *^ 

jenifen vier Dreiedce zur BehandluDg aus- Bin(cb) _ CB . j^-z-m — f^!J[^ r» d. 

wählen, welche der bestimmten Anordnung des 8in(ht) — s(j^ »^' ^^v^^^ — gQ -^ ^^ 

Doppelverhältnisses entsprechen. Denn im gan- ,,„(^^) ^^ 8in(at),^ 

zen werden ja von den vier Strecken ahe^d mit . . = -^=7^-, od, 8tn(aa) ^=^ — ;^j:—^'AD, 

der Grundseite t sechs verschiedene Dreiecke *"»(«*> *^ ^^ 

Z^^^^^et. 8in(dh) _ DB . ,,|,v _ sin (b t) 

Da die Geraden a, t oder fr, ^ zwar 

zweierlei Winkel bilden, von diesen aber 

v wi ^^A T j o Ol* jeder das Supplement des andern ist, 

Erkl« 140a» Jeder Paarung zweier Punkte *' • j j- • / ^\ j • /l^\ j- 
4B auf t entspricht die Paarung der beiden ^ ^^ die «n(flfO oder stn{bt) die- 
zugeordneten Strahlen ab. Die 24 Doppel- selben, ob der eine oder der andere jener 
Verhältnisse der Punkte ABCD entspreehen Nebenwinkel Yorkapi, und daher wird: 
also auch je einem bestimmten von den 24 .^ . ^ ^ . , .v . ,, 

Doppelverhältnissen der Strahlen oft cd, näm- .mS.^J± = _**^i?Al. . JlL, 

lieh demjenigen mit gleicher Paarung der Ele- ^^^ «m(c6) «m(60 CB 

mente. — Dabei ist es natürlich gana einerlei, sin {ad) sin{at) AD 

ob man wie im Beweis I, III. IV Strecken- a.\,/^h\ ~ ».•^/h*\ tTr» 

werte und Streckenverhältnisse nach den Sinus- folglich • ^ ^ ^ ^ 

Verhältnissen ausdrückt, oder wie im Beweis II *"*6"^" • sin {ac) sin {ad) _ AC^ AD 
umgekehrt aus denselben Grundgleichungen die sin{cb) ' sin{db) "" CB' DB' 

Smnswerte nach den Strecken ausdrückt; denn {xAfxr* /^j»-^\ — / j »/^n\ 

am Schlüsse ist eben das eine Doppelverhältnis ""^* ' ^^^^^> — ^^ ^^ ^^' 

gleich dem andern. Beweis III. 

Bezeichnet man für den Augenblick 
mit aybyCjd die Strecken AS, BS, CS, 
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DSy und setzt den Inhalt eines Drei- 
ecks gleich dem halben Produkt ans 
zwei Seiten und dem Sinns des ein- 

ErklUl. Es liegt in der Natur der Sache, geschlossenen Winkels, SO wird: 



dass bei der algebraischen Behandlung der pro- 
jektivischen Geometrie bald dieser bald jener 
Zweig der Massgeometrie zu Hilfe gezogen 
wird, also hier bald Planimetrie, bald Gonio- 
metrie oder Trigonometrie. Nur die rein geo- 
metrische Behandlung des Gegenstandes bleibt 
eine in sich streng geschlossene und ohne jede 
Abschweifung stetig fortschreitende. 



^ {act) = -^a'C'Sin{ac), 
^ (cht) =: -^e'h*8m(eb); 
^ {ttdt) = -^a'd'8in{ad\ 
^ (dht) = —d'b-8in(db). 



Setzt man nun die Verhältnisse dieser 

Inhalte an und berücksichtigt, dass die 

13 ui ^At Air- k • j * • u Flächen dieser Dreiecke wegen gemein- 

ErkL141a. Wie bei der rem geometrischen ^ ^jii'»«a ,j • 

Behandlung im vorigen Abschnitte die Besdehnng samer Grundlinie t und gemeinsamei 

ungleichartiger Gebilde als Grundlage diente Spitze /S Sich verhalten Wie die GrUDQ- 
ftlr die Beziehungen zwischen gleichartigen, so selten selbst, SO entsteht: 



und 



kann auch in der metrischen Behandlung das 
nebenstehende Ergebnis als Grandlage dienen 
für die Beweise der beiden folgenden Antworten, 
nämlich für die Gleichheit der 'Doppelverhält- 
nisse auf projektivischen Pnnktreihen oder in 
projektivischen Strahlenbüscheln; denn durcb AC'^^O 

zweimalige Anwendung dieses ersten Satzes folglich: 



^(act) a'8in(ac) AC 

"■ b-ain{cb) ~~ 'CB 



A (cht) 
A (<^äi) 



_ a-8vi (ad) AD 

■" b'8in(db) "" DB 



kann jeder folgende bewiesen werden. Wenn 
auch ffir jeden der beiden folgenden Fälle be- 
sondere Beweise aufgestellt werden können, so 
kann man doch nicht von dem zweiten oder 
dritten Fall den ersten ableiten, sondern nur 
aus dem ersten den zweiten und dritten. 

Eine weitere Ausdehnung erfährt dieser 
Satz noch durch Betrachtung der andern Grund- 
gebilde der projektivischen Geometrie, zunächst 
des Ebenenbüschels. Auch zwischen Ebenen- 
büschel und Punktreihe, oder zwischen zwei 



CB 



AD 



a sin (a c) 

1 1 - • ■ ■ ■■ ■ < 

b 8in(cb) 

sin (a d) 



sin (ac) 
sin (eb) 



a 



DB 



oder: 



8in(ad) ' 
sin (d b) 



b 8in(db) 
(ABCD) = (abcd). 

Beweis IV. 

_ Drückt man den Inhalt der vier Drei- 

projektivischen Ebene'nbüscheln wird die Gleich- ^cke ÄCS, CBS, ADS, DBS auf doi»- 
heit der Doppelverhältnisse auf Grund dieses pelte Weise aus, nämlich einmal mit 

der Grrundseite und der gemeinsamen 
Höhe PS, dann trigonometrisch mittel 
zweier Seiten und dem Sinns des ein- 
geschlossenen Winkels, so wird der 
doppelte Inhalt: 



ersten Satzes bewiesen. 



2-A ACS = AC'SP ::= a'C'8in(ac) 
2.A CBS - CB'SP=zC'b'Sin(eb) 



2'/r^ADSz= AD'SP=z a-d'Sin{ad, 
2.A DBS = DB'SP=: d'b'8in{dh) 

Bei Division fällt SP weg und je eine 
der Seiten, also: 

AC a 8in(ac) , AD _ a sin(a ^ 

DB ■" b'sinidh)' 



CB b sin (ab) 

folglich wieder: 

AC a sin(ac) 



sin (ac) 



CB 
AD 
'DB 



oder : 



sin (ch) 8in(cb}^ 

■~ ^shiiojl 
lin{db) 



a sin (a d) 
b sin(db) 

(ABCD) = (abcd). 



lieber die Massbeziehungen projektivischer Grundgebilde. 
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Frage 40. In welcher Beziehung 
stehen die Doppelverhältnisse zu- 
geordneter Punktgruppen in pro- 
jektivisch verwandten Punkt- 
reihen? 

Figur 29. 




Antwort. Die Doppelverhält- 
nisse zugeordneter Punktgruppen 
in perspektivisch verwandten 
Punktreihen sind gleich, also z. B.: 



oder: 



C] B^ Df B^ 



(A,B,C,D,)=(A,B,C,D,). 



ErkL 142. Ob die Punktreihen in Figur 29 
wie t^ und f, auf gleicher Seite von S, oder 
wie tj und t^' auf entgegengesetzter Seite von ^ 
gelegen sind, hat auf die Beweisführung mittels 
der Parallelen f, keinerlei Einfluss; denn es ist 
sowohl U,B,C,/),) = (^BgC.Pa), als auch 
{A'Bj'C />,')= (A^B^C^D,). Um daher zwei 
befiebjg gelegene Punktreihen zu vergleichen, 
verschiebt man den Träger der zweiten zunächst 
sich selbst parallel, also unter Gleichbleiben des 
Doppelverhältnisses, in solche Lage, dass einer 
ihrer Punkte mit dem entsprechenden Punkte der 
ersten Punktreihe zusammenfällt. Dann braucht 
man nur noch zu beweisen, dass das Doppel- 
verhältnis zwischen der ersten und dieser dritten 
Pnnktreihe das gleiche ist, und dies geschieht 
mittels der Parallelen t^ || t^. 

ErkL 148. Die Parallele t^\\t^ kann durch 
jeden der Punkte B^, C, oder Dg gelegt werden, 
wenn A^^ der gemeinsame Punkt der Reihen f^ 
^d t^ 18t. Nur muss man dann zur Beweis- 
^rung den Punkt A mit demjenigen Punkte 
zu einem Paar zugeordneter Punkte des Doppel- 
verhältnisses vereinigen, durch welchen in der 
Figur die ParaUele gelegt wurde. Man be- 
handelt also (AB CD) nach Figur 29; dagegen 
UCBD) oder (ADBC), indem die Parallele 
durch C, oder durch D^ gelegt wird. 
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Beweis L 

Auf Grund der vorigen Antwort 
auf Frage 39 ist in Figur 26: 

nnd auch: 

(A^B^C^D^) = (ahcd)y 

folglich : 

(A,B,C,D,) = (A,B,C,D^), 

Beweis II (geometrisch). 

Um in Figur 29 die Doppelverhält- 
nisse (^1 J?i C, DJ und (A^ B^ C^ D^) auf 
zwei beliebigen vom gleichen Strahlen- 
büschel S getroffenen Punktreihen zu 
vergleichen, ziehe man zunächst durch 
^1 eine Parallele ^5 zu t^; dann ist auf 
t^ und t^ schon das einfache Längenver- 
hältnis zweier entsprechenden Strecken 
gleich, also jedenfalls auch das Doppel- 
verhältnis : 

(A,B^C^D^) = (A,B,C,D,). 

Zieht man dann noch durch B^ eine 
Parallele t^ zu ^j, so ist wieder auf f^ 
und t^ jedes einfache Längenverhältnis 
zweier entsprechenden Strecken gleich, 
also z. B. sowohl: 

als auch allgemein: 

{A,B,C,D,) = (A,B,C,D,). 

Durch die Geraden t^t^t^ entstehen 
aber in Figur 29 ähnliche Dreiecke mit 
gemeinsamen Ecken in C^ und D^ , näm- 
lich: 

^isC'iCaSNsB.^C.Q und A,^D,D^^B^^D,D,. 

Folglich ist: 

C,B, - C3B3 D,B, - D,B,' 

5 



-^3^3 


A,C, 


OzB, _ 


_ C4B, 


AD» - 


- Ä,D, 
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Durch Division entsteht: 

D^B^ D^B^ D^B, 

ErU.144. Die vier Punkte -ijjBjCjZ), der letzteres wegen der oben genannten 
nu^ÄpÜÄÄ D^S^^^^^ Verhältnisgleichheit zwischen t, und t. 

Und diese 24 Doppelverhältnisae ordnen sich J^emnacn Wira: 

wieder in sechs verschiedene Gruppen von je (A^B^C^D^) ^ (AiB^C^D^). 

vier gleichen Werten. Einer bestimmten gg jg^ ^^^er auch: 

Zuordnung unter den vier Punkten der 

ersten Reihe entspricht dabei aber selbstver- l^z^s^»^%) = (-4,B,C,Dj), 

ständlich die gleiche Zuordnung der ent- also: 

sprechenden vier Punkte der zweiten Reihe, und (AiB^ C^D^) r= (A^B^C^D^). 

diese ergibt auch dasselbe Doppelverhältnis, 

"■ %A,B,c,D0 = (A,B,c,D,) = ;. »^^^'^ ™ (algebraisch). 

/jun/^N — z^nn^N— ^ ^^ Figur 26 bezw. Antwort auf 

{A,B,v,c,) - {A,B,v,c,) _ y ; ^^^^ 3^ g^j ^^j. y^r^ ^^^ konstanten 

(A^ Ci B^ D^) =:: (^2 c, J?2 D,) = 1 — ;i , Produktes G^ S^F^S bezeichnet durch 

/^/>nl>^ /JAYT^DN— ^ ^^^ Buchstaben k, dann hat man fti 

{A,c,D,B,}^(A,c,D^B,)-.-Yirr'^ die Punktepaare ^1^, und B^B^ die 

..»^«^v ,.x.«^x ^- — 1 Beziehung: 

' F^A^ = -^^-p und FjB, = -^-jT-. 

(.,/>, C.B.) = (^.D.C,^,) = ^3^. j^,^^^ ^^ ^^^^ 

A,F, + F,B, + B,A, = 0, 

und ebenso: 

^,(?j + ö^5, + Bi^, = 0, 
also: 

A,B, =: A,F, + F,B, = -^ + 



Krkl, 145. Die Gleichheit der Doppelverhält- G.A^ ' G,B, 

nisse in projektiviseh verwandten Punktreihen _ ~ Je(G^ B, — (?, -4,) _ —k-A^B^^ 

ist eine so wichtige Erscheinung, dass es wohl — G A »G B — G A 'G B[' 

begründet erscheint, verschiedene BeweisfÜh- _ , ,.*'/,* , '^^ * \ 

rungen kennen zu lernen. Von den beiden Dadurch ist zwischen den Strecken 

nebenstehenden direkten Beweisen ist der eine zweier beliebig gewählten Punkte A^B^ 

vorwi^end geometrischer, der andere algebrai- und^-^, eine feste Längenbeziehung 

scher Natur, daher der erste nur mit Figur, «„i»„«^Aiu n^«/»T.i^i.+ ^««^^ik^ ä«* A'y» 

der andere ohne Figur durchzuftthren. BSide aufgestellt. Geschieht dasselbe ftr die 

Beweise werden unmittelbar für projektiviseh Vier im DoppelverhältniS der vier Punkte 
verwandte Punktreihen in perspektivischer AB CD auftretenden Strecken, SO ent- 
Lage aufgestellt, behalten aber für pro- steht* 
jektivisch verwandte Punktreihen in ' _^. 
schiefer Lage vollkommene Geltung, A^C^— ^ ^ -p^'-^ifi, 
da ja die Läugenbeziehungen innerhalb einer ^i-^r^i^i 
Punktreihe von deren Lage völlig unabhängig ^ ;t 
sind, und bei jeder beliebigen Verschiebung der C'jB, = q n ,q n 'fi^i> 

Bei Division je zweier Glieder fällt 
der Zähler —Ar und eine Grösse iiö 
Nenner fort, und es bleibt: 



PuDktreihe in der Ebene unverändert bleiben. 
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^,c. 


G,B, 


Af C, Af C, 


C^B, _ 


G,A, 


^'i ^1 _ ^1 ^i 


A,D, 


0,B, 


A,D, - A,D, ' 


D,B, 


G,A, 


D,B, D,B, 


also: 






A,C, 


, ^.A 


A,C, A,D, 



oder: 



C7| ß^ D^ Bi Cj B^ D^ B^ 

iA,B,C,D,)=:(A,B,C,D,). 



Frage 41. Welche Beziehung be- 
steht zwischen den Doppelverhält- 
nissen zugeordneter Strahlen- 
gruppen in projektivisch verwand- A 4^ ^ T\- T^ 1 l.«l* 

ten Strahlenbüscheln? .Antwort Die Doppelverhält- 

nisse zugeordneter Strahlengrup- 

Erkl. 146. Man kann an SteUe des Be- V^^ ^^^ projektivisch verwandten 
weises I aus jedem der Beweise in Antwort auf Strahlenbüscheln sind gleich, also 
Frage 89 einen selbständigen Beweis für die 2. B.: 

vorliegende Ableitung hersteUen. Man brancbt '. , v • r ^\ • / \ • / j\ 

OT dem Zweck nur jeden jener Beweise soweit ^^ t^i ^i> . «iC«! »1). _ ^tw(OgC,) ^ smja^d ^) ^ 
durchcufOkren, bis Beziehungen zwischen den «t»(c,b,) ' 8fn(dib^) atnic^b^) ' 8in{d^h^)' 



oder: 



Beweis IL 



Winkeln in den Strahlenbtlscheln und den 

Strecken auf den Pnnktreihen hergestellt sind, . //\ — rji 

und diese Ar beide Strahlenbttschel einzeln an- (fli*i<^i»i) — C<»j*8«s»i)' 

znschreiben. Man erhält dadurch folgende 

Schlussreihen: Beweis I. 

Erkl. 147. In Beweis I der Antwort 89 ist: Auf Grund der Antwort 39 ist in 

AS^'CSj AS^'CS^ zwei projektivischen Strahlenbfischeln 

''^~'""Ä^'''*^"*'*^-"Vr"*'''^^'''^' (Z.B. Figur 15 und 16): 

Hieraus wird : (o^ h^c.d^) = {ABC D), 

sin («, c,) = -15- • 4#W"'" (^«^•>- ^* ^'^^'^• 

., .,, .>f^' J^\^^' ^ (a,b^c,d,)^(ABCDu 

Schreibt man dieselbe Beziehung an nir: folirlich* 

sin (Cj 6,), sin (ci, d,), sin (d, 5j), (a^ i^ c, (/,) = (o, 6, c, rf,). 

80 folgt: 

8in(a^c^) AS^-BS^ sin (a, c,) 

sin («1 ftj) AS^'B S.2 sin (c, ft,) 

nnd In Figui' 27 bez^v. Antwort auf 

smja^ _ AS^B S, sinja^d^ ^ y^a^g^ 33 ggj ^^j. ^yg^i^ ^gg. konstanten 

«»KM ^i^r-ß-^', sin(d^h^)' Produktes: 

also achliesslich : tg (u^ t) • tg (r , 

sinja^ , f^^) ^ ?^?i£4 : ?!^L(^. bezeichnet durch den Buchstaben x, dann 

s^Hc.h,) smidM .m(e,6.) .m((i,6.) j^^^ ^^^ ^^ ^.^ Strahlenpaare ö,a, 

Erkl. 148. In Beweis II der Antwort 89 und h^h^ die Beziehung: 

ist ebenso: x x 

. . ^ sin (a, t) .^ *9 (a2<^j) = TTTTTTT » *^ (*'» ^2) = .,, .„ >, V 

«i«(a,c,) — — w-^ — AC, tg{a^u^) tg{u^ö^) 

also auch: * Um nun zwischen den Winkeln zweier 

S,c . , s,c . , beliebig gewählten Strahlen (Oiii) und 

/^in(a^o**"'^^*^»^ - iSTKÖ*''*^^^'«^ (a^ig) eine feste Beziehung herzusteUen, 

Hieraus wird: berücksichtigt man, dass auch bei den 

iS-C 8in(a,() , , Winkeln beliebiger Strahlen die Be- 
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Führt man hier dieselbe Entwicklung durch, . («««i) + («"j *») + (*««») — 

wie in ErkL 147, so bleibt am Schlüsse stehen: und ebenso : 

(a, 6. c. d.) = (a. «,) + («, 6.) + (6, a,) = 

S,D S,g «'•>»(<^.0 . "»(«»O .fa 6 c d 1 also: 

S,C ■ S|D ' «»n(e,<) «•n(d,0 '■»««"• (a, 6,) = («,«',) + (»,*,), 

Nun erhält man aber im Dreieck S, CD und und 

im Dreieck S^CD nach dem Sinussat«: («,6,) = (a, «<,) + («,»,). 

im(£iO. ^ _M_, Ferner ist: 

also ist jener ganze Faktor gleich 1, und es also wird: 
bleibt wieder das Ergebnis : 



sin (a, 6,) = sin [(a^ v^) + (p, ft,)] 



Erkl* 149« Im Beweis III der Antwort anf 
Frage 39 ist wegen gleicher Qrundseiten: 

A{<^iM) A(<?8«^«0' 

also: 

und 

also durch Division unmittelbar: 



V/ 1 -h tg* (a, r,) y 1 + Z^^« (r, b,} 



^x 






Hierin ist aber der Zähler ein Glied 
aus obiger Formel für sin (a -}- ß\ näm- 
lich wie: 



Und ganz dieselben Brüche liefert der Beweis IV tga+tgß = 8in(tt+ß)' v/i-t-«^««- V^ + tg-ß, 
der Antwort auf Frage 39. 

tg («1 wi) + ^9 («1 ti) = «*» [(«1 »i) + 0^1 ^i)] • /i + ^ü^MöiM • V" i+^^ö*, ^ > 

Hiemach ist allgemein: 

>/*« + /^2 (a^ u,) /«2 -,- ;^2 (i,^ h,) 

In dieser Beziehung zwischen <^ (a,^.) 
und <^ (öi^i) kommen aber ausser diesen 
Winkeln auch noch die femerliegenden 
Grössen (a^u^), (Wi6i), x vor. Nimmt 
man nun zu a und b noch e und rf 
hinzu, so erhält man: 

V^x« + <i^^ K w,) \/ «2 + tg^ (u, c,) 

> »^ y^x« + tg^' ic, u,) \/xi + tg^ {u, 6 J 

* *' \/ä« + <^« (aj u,) Vx^ -\- tg^ («1 rfi) 

«' V^x2 + tg^ {d, u,) \/x2 -+- tg^' (•*, &,) 



sin 



sm 



8in 
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Hieraus folgt nun aber: 

«iVi(c,5,) V »* + tg^ (oi^i) Vi + tg* (W| 6i) ' »*«(Ci6i) ' 

«»(rft&,) l/i2^<>«(a,w,) \/l 4- tg* («1 6^ ' ««»(^'i^) ' 

also: 



8IH 

sin 



^n(a^c^) . 8in(a^d^) _ gm(fl4c ^; , 8in(a,d,) h r ^ \ - tn h . ^ y 

(»(c,^,) «tn(d2fr,) «in(Ciai) 8tn{dy}>y n i i i i^ \ % \ \ rt 



Erkl« 160. Naeh trigonometriaehen Ab- 
leitungeu ist: 

9in (a -(- jJ) = «« « cosfi + fo«« 8f«/J 

(Eleyer, Goniometrie, Abschnitt 16). Nnn ist: 

ig^ 1 

Btna = — : — T tfö«a = 



yi + f^r«« Yl^tg^a 

also: 



_ tgu + tgß 

VT+tg^a Vl + tgiß' 
Zum gleichen Ergebnis kann man aach ge* 
langen ans der Formel Üir: 

wenn man diese nmsetst nach »voriger Sinus- 
formel, nftmlich: 

sin{u + ß) = ^iy(«+^) — _ tg^ + tgß .-lA . ( iga + igß V 

Yl + tS/^(,a + ß)''l'^tgutgfl'V^\l-tgatgfiJ 

tg^ + tgß ^f (1 - iga tgß)^ " 



■»/ {\-tgatgß)^ 

V {^^ — tg»tgß)*-\-{tga 



l^tgatgß V (l — tg»tgß)*+ {tga + tgß)^ 

tga + tgß 



y/\ -^^tga tgß + tg^n tg^ß + tg^a-\'2tga tgß + tg^ß 
tga-i-tgß tga-\-tgß 



Vi + tg*^ + tg^ß (1 + iy^^) V{i + tg^^) (i + tg^ß) 

Erkl. lil« Die eben erhaltene Formel darf 
in dieser Form für obenstehende Beweisführung 
nicht unverändert beibehalten werden, weil die 
Summe: 

tga-{-tgß 
von beiden veränderlichen Winkeln abhängig 
ist. während die Wunelansdrücke : 

Vl + tg^f^ 
oder: 

V'^+W^ 
nur je einen einzigen veränderlichen Winkel 
enthalten und dadurch zum Kürzen der Brüche 
zweckmässig sind. Durch Umsetzung des Aus- 
drucks tga-\-tgß nach «i>i(a + Ä ^^^^ dieser 
Vorzug erreicht, und so werden die Beziehungen 
zwischen den Sinnsfunktionen entsprechender 
Winkel hergestellt. 
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Frage 42. Wie lassen sich die Er- 
gebnisse in den letzten drei Antworten 

zusammenfassen ? Antwort, Als Zusammenfassung der 

letzten Betrachtungen erh&lt man die 

Erkl. 162. . Der nebenstehende Satas büdet Aussagen: 
die Grundlage aller metrischen Behand- « 4, a t» • • 1 x« - 1^ 

Inng der synthetischen Geometrie: Das Doppel- Satz 9. Bei projektlVlSCüen 

Verhältnis der vier Elemente ist von allen ge- Gebilden haben vier Elemente 

wählten Massen unabhängig, ebenso wie von des einen und die vier entspre- 

gewählten Anfangselementen oder Konstanten, chenden und gleich geordneten 

es ist eine rein geometrische Grösse in ^j,, . * j^*«*^ix güV4«i»^icu 

algebraischem Gewände. Das entspricht auch rilemente des andern Greoildes 

der in Antwort auf Frage 4 enthaltenen Auf- dasselbe Doppelverhältnis. 

fassuDg, dass die projeravische Geometrie die Qder* 
Eigenschaften der Figfur^n studiere, welche bei 

der Projektion unverändert erhalten bleiben. Satz 9a. Das DoppelverhäU- 

Wie die rein geometrische Betrachtungsweise nis von vier Elementen eines 

rä^SÄfÄShÄS^S^e r-f.^!«»«« ^l«**»* bei »;ien Pro- 

diejenigen Gebilde, deren Elemente gleiches jektioueu unverändert, es ist 

Doppelverhältnis hfiben. eine „Invariante'' in Bezug auf 

die Projektion. 

Erkl. 158. Die in Sats 9b aufgestellte Um- o^ip« nnnyplrAUrf • 

kehrung folgt aus der in Antwort auf Frage 36 ^"^^ unigeKenrc. 

und 36 gezeigten Eindeutigkeit des Doppel- Satz 9b. Wenn je vier Ele- 

Verhältnisses, wonach bei drei beliebig gewählten mente eines Gebildes dasselbe 

ersten Elementen jedem vierten Element ein DonnelverhältTiiq hAb#^n wiPdiP 

bestimmter Wert des Doppelverhältnisses zuge- i^oppeivernaiinis naoen, wie üie 

hört, und zu jedem Doppelverhältnis ein be- ^^^^ innen entsprechenden Ele- 

stimmtes viertes Element. Eine besondere Be- mente eines andern Gebildes, 

Weisführung wäre daher als indirekte zu so sind die beiden Gebilde pro- 

Sr'^eS; SÄ'norealije^et Jektivisch verwandt, können also 

mit dem bestimmten Elemente D zusammen- ^^ perspeKtlVlSCne Lage gebracht 

fallen muss. werden. 

Es verdient hervorgehoben zu wer- 
Erkl. 154. Da ein Doppelverhältnis nur den, dass eine der rein geometrischen 

rtt" sTu'f ?X**^m -JeTÄ^I Behandlungsweise angehörige invariante 

gelten diese Sätze für Punktreihen , Strahlen- Jöeziehung zwischen Vier beliebigen Ele- 

bttschei und Ebenenbüschel (vergl. Erkl. 141), menteu zweier projektivischen Gebildei 
und zwar in beliebiger Zusammenstellung. Bei die als Analogie ZU dem der rechnenden 

projektivischen GrundgebUden der zweiten oder aßonw^triA anö-PhftnffPn "Rpirriffp ^Pi? 
dritten Stufe aber muss für jedes einzelne darin ^eom^^rie a^gen^ngeu liegrine des 

enthaltene Gebilde erster Stufe die gleiche Ge- l^oppelverhaltnisses anzusehen W&re, 

setzmässigkeit bestehen. noch nicht aufgefunden worden ist. 

Frage 43. Welche in der Plani- 
metrie auftretenden Beziehungsarten 

von Figuren aufeinander erscheinen als Antwort 1 Als besonderer Ein- 
besondere FäUe im Bereiche der pro- „^if uaP" - 1 *• .^^^^"^ ^/? 
i^ir+i^;«/*!,^« Ti^i.n«^!««^') zelfall der projektivischen Geometne 

jektivischen Behandlung? ^^^^.^^ ^^^^^^ ^.^ Kongruenz oder 

Gleichheit bei Strecken und Winkeln. 

Erkl. 156. In Figur 30 ist links für zwei T^^^^^ wird eine Gruppe von vier Punkten 
kongruente Punktreihen, rechts für zwei kon- auf einer Geraden, oder von vier Strahlen 

gruente Strahlenbüschel die Herstellung der durch einen Punkt mit sich selbst kon- 

projektivischen Lage zu ersehen. Bei jedem -rment verschobpn odw cAHrpht ^ bleibt 

Gebilde sind drei Elemente besonders bezeichnet; F?®V v«i^'i<>Den oaer georent, SO Dlöoi 

das gemeinsame Element, welches bei beiden jeaenialiS das üoppelverhÄltniS der 

Gebilden zur Deckung gebracht wird, ist bei vier Elemente Völlig ungeändert, die 
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Figur 30. 




den Punktreihen der Schnittpunkt miteinander 
und mit der Winkelhalbierenden, bei den Strahlen- 
büscheln die Verbindungsgerade der Scheitel. 

ErkL 156. Bei jeglicher Lagenveränderung 
einer kongruent bleibenden Pcmktreihe bleibt 
deren unendlich ferner Punkt im Unendlichen, 
und so mnss der unendlich ferne Punkt der 
einen Reihe auch stets dem unendlich fernen 
Punkt der kongruenten Reihe zugeordnet sein. 
Demnach fällt in die unendlich ferne Gerade auch 
einer der Verbindungsstrahlen entsprechender 
Punkte ; da aber hiemach auch der Projektions- 
scheitel stets auf der unendlich fernen Geraden 
liegen muss, so können folglich zwei beliebige 
kongruente Punktreihen bei perspek- 
tivischer Lage nicht anders als durch 
einen Parallelstrahlenbüschel aufein- 
ander projiziert werden. (Den einzigen 
Ausnahmefall bildet die entgegengesetzt par- 
allele Lage, siehe Erkl. 157.) 

Erkl. 157. Man kann zwei kongruente 
Punktreihen auch mit den unendlich fernen 
Punkten selbst aufeinander legen, d.h. in j^ar- 
allele Lage bringen. Dann bilden bei gleich- 
gerichtet parafieler Durchlaufnngsrichtung 
die Verbindun^eraden entsprechender Punkte 
die ParaUelseiten von Parallelogrammen mit 
den kongruenten Punktstreeken als Gruadseiten 
und sind allgemein nicht mehr senkrecht zu 
der an Stelle der Winkelhalbierenden tretenden 
Mittelparallelen (wohl aber bildet auch jetzt 
noch ihre Senkrechte mit beiden Punktreihen 
stets gleichen Schnitt winkel). Es besteht keine 
Symmetrie zwischen den Punktreihen. Bei 
entgegengesetzt paralleler Durchlaufungs- 
richtung aber bilden die Verbindungsgeraden 
entsprechender Punkte Diagonalen von jenen 
Parallelogrammen mit den kongruenten Punkt- 
strecken als Grund selten : sie gehen sämtlich durch 
einen Punkt der Mittelparallelen, in welchem 
sie alle halbiert werden: die Mittelparallele ist 
selbst Verbindungsgerade der entgegengesetzt 
liegenden, im Unendlichen zusammenfallenden 
nnendlich fernen Punkte beider Punktreihen; 
die Punktreihen liegen zentrisch symmetrisch 
(siehe Figur 31). 

Erkl* 158* Dass auch bei ähnlichen 
Punkt reihen der unendlich ferne Punkt der 
emen stets dem unendlich fernen Punkt der 



beiden G^ruppen von Elementen bleiben 
projektivisch verwandt, und kön- 
nen nicht nur miteinander zur Deckung, 
sondern auch in perspektivische 
Lage gebracht werden. Dies geschieht, 
indem man ein beliebiges Paar ent- 
sprechender Elemente zur Deckung 
bringt. Dann wird die gegenseitige 
Lage beider Gebilde im allgemeinen die 
achsig-symmetrische. Denn bei der 
Punktreihe werden die Verbindungs- 
strahlen entsprechender Punkte parallel 
und (wie in Fig. 30) senkrecht zur Winkel- 
halbierenden, sie bilden also einen Parallel- 
strahlenbüschel, dessen Scheitel als Pro- 
jektionsscheitel in einem unendlich fernen 
Punkte liegt. Bei den Strahlenbü- 
scheln erfüllen die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen die Mittelsenkrechte 
oder Synmietrieachse der beiden Scheitel 
(siehe Figur 30), wenn die beiden Büschel 
mit gegenwendiger Umlaufsrichtung vom 
gemeinsamen Strahle aus gegenüber ge- 
legt werden. Dagegen entstehen lauter 
Parallelstrahlen, wenn die Büschel mit 
gleichwendiger ümlaufsrichtung vom ge- 
meinsamen Strahle aus nebeneinander 
gelegt werden: dann ist die unendlich- 
ferne Gerade erfüllt von den Schnitt- 
punkten entsprechender Strahlen. 

2. Als zweiter Einzelfall der projek- 
tivischen Geometrie erscheint die Aehn- 
lichkeit entsprechender Punktreihen, — 
bei Strahlenbüscheln fallen Aehnlichkeit 
und Kongruenz zusammen. Bei ähn- 
lichen bezw. proportionalen Strecken sind 
schon die einfachen Verhältnisse gleich, 
um so mehr die Doppelverhältnisse, also 
sind auch ähnliche Punktreihen pro- 
jektivisch und können in perspek- 
tivische Lage gebracht werden. Dies 
geschieht, indem man zwei entsprechende 
Punkte aufeinander legt. Dann erhält 
man die bei der Lehre von der Pro- 
portionalität besprochenen Figuren (siehe 
Figur 32): die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte bilden stets einen 
Parallelstrahlenbüschel, wenn die Punkt- 
reihen einander schneiden — sie gehen 
aber durch einen im Endlichen gelegenen 
Punkt, wenn die Punktreihen parallel 
liegen; und zwar liegt dieser Scheitel 
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Figur 31. 




ausserhalb oder innerhalb des Parallel- 
sb*eifens, je nachdem die Dnrchlaafung^ 
richtangen der beiden Panktreihen gleich 
oder entgegengesetzt gerichtet parallel 
sind. 



andern zugeordnet sein muss, ergibt sich so- 
wohl aus der Konstruktion ähnlicher oder pro- 
portionaler Strecken, als aus der Rechnung. 
Denn bei paralleler Lage der Reihen wird der 
unendlich ferne Punkt selbst durch einen Parallel- 
strahl projiziert, und bei nicht paralleler Lage 
der Reihen liegt der projizierende Strahl un- 
endlich fem. In der Rechnung aber entstehen 
die Strecken der ähnlichen Punktreihe durch Mul- 
tiplikation mit einem konstanten Faktor aus 
denen der ersten, also muss auch hier unend- 
lich wieder unendlich bleiben. Daher gilt 
auch hier, wie in £rkl. 156, dass ähnliche 
Punktreihen bei nicht paralleler Lage 
nie anders als durch einen Parallel- 
strahlenbUschel in perspektivischer 
Lage projiziert werden k()nnen. 



Erkl. 159. Legt man ähnliche Punktreihen 
mit den unendüchfemen Punkten aufeinander, 
also in parallele Lage, so bilden die Ver* 
bindungsgeraden entsprechender Punkte ent- 
weder Trapezseiten oder Trapezdiagonalen mit 
den ähnlichen Punktstrecken als Grundseiten, 
je nach gleich- oder entgegengesetzt gerichteter 
Durcklaufungsrichtung. Alle Verbindungsge- 
raden aber gehen durch einen Punkt, dessen 
Abstände von je zwei entsprechenden Punkten 
der beiden Punktreihen das gleiche Längen- 
verhältnis haben, wie je zwei entsprechende 
Pnnktstrecken selbst. 



Erkl. 160« In Figur 32 sind beiderlei Arten 
der perspektivischen Lage ähnlicher Punktreihen 
nebeneinander zu erkennen: Entweder nimmt 
man als ähnliche Punktreihen iit^t^ die 
konvergenten Geraden A^B^C.D^j A^B^C^D^ 
und A^B^C^D^ und als parallele Projek- 
tionsstrahlen die Geraden A^A^A^^ B^B^B^^ 
C, C, C«, I>i D| D.,. Der gemeinsame und selbst- 
entsprechende Punkt der Punktreihen ist 5, und 
die Aehnlichkeit ist ausgedrückt durch das Ver- 
hältnis: 

S^A^ :AiB^:B^C^:C^D^ 

=:8,A,:A,B,:B,C,:C,D,', 

die Projektionsstrahlen bilden einen Paraliel- 
strahlenbttschel mit unendlich fernem Scheitel. — 




3. Wie die Betrachtangen der Pla- 
nimetrie nicht bei Kongruenz und Aehn- 
lichkeit von Strecken und Winkeln stehen 
bleiben, so dehnt sich auch ^ie projek- 
tivische Behandlang auf die aas Strecken 
und Winkeln zasammengesetzten Fi- 
guren aus. Man erhält ähnliche Fi- 
gui*en mit innerem und äusserem Aehn- 
lichkeitspunkte als Projektionsscheitel *^' 
(Figur 33), (wie solche für geradlinige 
Figuren in Bd. VII und für Kreise in 
Bd.Vin des Lehrb. der ebenen Elementar- 
Geometrie von Kleyer-Sachs behandelt 
werden). Diese Figuren ABCDE smd 
(wie auch planimetrisch) zu betrachten 
als Teile von je einer ganzen Ebene, 
und so entstehen ineinanderliegende 
kongruente oder ähnliche ebene 
Systeme, welche aufeinander gelegt 
sind mit dem selbstentsprechenden Pankte 
N als Projektionsscheitel. Die plani- 
metrischen Vorstellungen der perspek- 
tivischen oder schiefen Lage ähnlicher 
Figmen decken sich mit denselben Be- 
griffen der projektivischen Greometrie. 

4. Erweitert man endlich diese An- 
schauungen durch Uebertragung auf 
räumliche Konstruktionen, so erhält 
man kongruente ebene Systeme in 
parallelen Ebenen durch Projektion ent- 
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Oder man nimmt als ähnliche Punktreihen 
tJJ^t^ die parallelen Geraden A^A^A^, £,f ,B„ 
C^Cfi^, D^D^D^ und als konvergente Pro- 
jektionsstrahlen die Geraden A^B^CiD^, 
A^i B^ C, Z>,, A^ Bg Cg Dg. Der selbstentspr^ende 
gemeinsame PoiÜLt ist der unendlich ferne, die 
Aehnlichkeit ist ausgedrückt durch das Ver- 
hältnis : 

die Projektionsstrahlen gehen alle durch S^ und 
auf ihnen verhalten sich die Abstände: 

SA^ : SB^ : SC^ : SD^ = SA^ : SB^ : SC, : S2>, 

= 6*^5 : SBg : SC^ : ÄDg, 
alle : 

=r u^i-i, : ^i-Bj : C, C, : /JjD^j 
oder: 

-» Af JL^ : x^i Z'« • vj Og : X/, X/g« 

Dabei sind die Punktreihen A, B, C gleich- 
laufend und haben daher den Scheitel S 
ausserhalb, die Punktreihe D ist mit jeder 
andern ungleichlaufend und hat daher den 
Seheitel innerhalb des Parallelstreifens. 



weder aas einem anendlich fem liegenden^ 
oder aus einem der mittelparallelen Ebene 
angehörigen Projektionsscheitel; ähn- 
liche ebene Systeme entweder in 
parallelen Ebenen durch beliebig liegende 
Projektionsscheitel oder in konvergenten 
Ebenen durch anendlich ferne Projektions- 
scheitel. -— Ebenso entsteht die Vor- 
stellung von kongruenten Ebenenbüscheln 
und kongruenten Strahlenbändeln mittels 
Projektion auf die Symmetrieebene ihrer 
Träger, sowie endlich die von kon- 
gruenten oder von ähnlichen räumlichen 
Systemen. Solche liegen stets ineinander 
und müssen zar Herbeiführung perspek- 
tivischer Lage aufeinander gelegt werden 
mit einem selbstentsprechenden Punkte 
als Scheitel eines in beiden räumlichen 
Systemen selbstentsprechenden Strahlen- 
bündels. 



Figur 33. 
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5. Usbar die Dualität oder Reciprocität (Polarisation); n-Eci( und n-M 

Frage 44. Was versteht man unter 

dem Grundsatze der Dualität? Antwort. 1. Unter dem Grundsätze 

der Dualität oder Reciprocität 

Erkl. 161« Die Benennniigen als Dualität versteht man die Gegenüberstellung 

oder Reciprocität sind nebeneinander gleich- ^^r ErzeugungSWeise eines geo- 

wertiff, indem man die Gerade (bezw. Ebene) . . , /^lu-u • j t7v 

als duales oder reciprokes Element dem Pnnkte metrischen Gebildes in der Ebene 

gegenüberstellt. Man gebraucht aber wohl vor- durch die beiden Raumelemente Punkt 

wiegend das Wort Dualität fttr die Verwandt- oder Gerade, im Räume durch die 

Schaft in der Ebene, Reciprocität für lene beiden Raumelemente Punkt oder 

im Raum. So wurden schon m Erkl. 101 solche -^^v i. ji x. n j.j 

Raumgebilde als reciprok verwandt bezeichnet, Ebene bezw. durch Gerade und 

in welchen ein Punkt des einen Gebildes einer Ebene. — Dieses Prinzip bildet ein 

Ebene des andern entspricht. ausserordentlich fruchtbares Mittel, m 

« 1,1 lüa r.- -D 1 r» t • »HS Sätzeu übcr Punkte entsprechende 

Erkl. 162. Die Benennung als Polarisa- c,-. ^ ..v oa ui /u ^ miw. ^«\ «k 

tion beruht dagegen auf den erst in der spä- Sätze über Strahlen (bezw. Ebenen ab- 

teren Behandlung auftretenden Ergebnissen, zuleiten und umgekehrt; dasselbe kann 

Man kann also sagen, dass dieses Prinzip (als jedenfalls dann immer mit Erfolg znr 

Dualität) ursprünglich und aogleich mit den Anwendung gebracht werden, wenn der 

Grundgebilden selbst, willkürlich angenommen ti^iaj i. i»^j os*..^ 

bezw. aufgestellt wiid, dass sich aber später I^l^alt der zuerst aufgefundenen Satze 

für dasselbe Prinzip (als Polarisation) eine Be- sich darauf beschränkt, dass Punkte auf 
Weisführung seiner Notwendigkeit und damit geraden Linien (oder Ebenen) liegen. 
Entkleidung jener wuikürlichkeit ergibt. Man ^ezw. dass gerade Linien (oder Ebenem 

führt die ganze Entwicklung von Anfang an m j v -o i x u iJ" v • ex*««« 

doppelter Sebeneinanderstellung. und findet dann ^^<^^ P™kte gehen, also bei Sätzen 

an jener Stelle, dass wenn das nicht schon ge- ohne metrischen Inhalt ; es erfahrt je 

schehen wäre, man von dort nochmals rück- doch auch bei massgeometrischen Be- 

wärts greifend die duale Entwicklung nach- trachtungen mancherlei Anwendung. 

zuholen genötigt wäre. _ ^ . . n 

2. Von einem ganz allgemeinen Oe- 

Erkl. 168. Die erstgenannte Auffassung sichtspunkte aus lässt sich das Dualittte- 

des Prinzips (Duaütät) verdankt man dem fran- prinzjp folgendermasseu auffassen: In 

zösischen Mathematiker Ger gönne, die zweite t , _v« j unj^ ^«i..i.^^ «,«;o«iji 

(Polarisation) dessen Landimann Ponceiet jedem Grundgebilde, welches zweierlei 

(1796). In Deutschland erfolgte eine freiere gleichwertig gegenüberstehende 

Durchführung der Theorie durch Mob ins, und Elemente besitzt, kann eine beliebig 
l^K''M^?^^*'''^^''^\f'^"'^^Q?'r'^^^^^^^ vorliegende Reihenfolge von rein geo- 

Alsbald begann ein allgemeines Streben, früher ^ • t. r\ *• « ^i. i?^:««an« 

bekannte lätze der Geometrie nach dem neuen metnschen Operationen auch auf eine ana- 

Prinzip zu untersuchen auf ihre üebertragungs- loge Art durchgefllhrt werden, indem an 

fähigkeit, nachdem zuerst Brianchon durch die Stelle jeglicher Operation mit bestimmt 

Uebertragung des Satzes von Pascal mit so gewählten Elementen die entsprechende 

glänzendem Irfolge vorangegangen war. 5peration mit den jeweils g^nüber- 

Erkl. 164. Die Geffenttberstellung von Punkt stehenden Elementen gesetzt wird. N^^ 

und Gerade in der EBene oder von Punkt und ^^esitzt VOU den Grundgebilden ei^ster 

Ebene im Raum sind keineswegs getrennte oder ox i» • j • i • ti^i *«. vnn 

auch nur wesentlich verschiedene Irscheinungen, Stufe jedes nur einerlei Elemente; VöB 

vielmehr geht die erstere engere aus der andern den Grundgebilden zweiter Stufe oesitzi 

weiteren Beziehung durch entsprechende Projek- das ebene System Punkte und Strah- 

tion hervor (vergl. Erkl. 101) Denkt man sich ^^^ ^ig gleichwertig gegeuflberetehende 

nämlich zwei reciprok verwandte Räume, so ent- ^r,, . J? ^^ ^ ^?« 04.««i.ir.«i.fiii/^pl 

sprechen allen Punkten einer Ebene (falle Ebenen Elemente, ebenso der Strahlenbündel 

eines Ebenenbündels durch den entsprechenden Strahlen und Ebenen; unddasramf' 

Punkt S. Dadurch wird jedem Punkte Ä jener liehe System besitzt als gleichwertig 

Ebene ^ deren Schnittgerade a mit der ent- gegenüberstehende Elemente Punkte 

sprechenden Ebene« zugeordnet; und umgekehrt ® ®j ttiv /..•^i.i. --i^:^i ^«^"^ mir 

lässt sich jede Gerade 6 dieser beliebigen Ebene <r und Ebenen (nicht gleiCihwertlg I»" 
auffassen als Schnittgerade mit einer Ebene ß beiden sind die Strahlen des Kaiune> 
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des Ebenenbttiidels durch den der Ebene a ent- vergL Erkl. 52). Daher spricht man ali- 
sprechenden Punkt S, und so wird der Geraden b ^eniein von* 
derjenige Punkt B 'm a zugeordnet, dessen ent- ^ '. . 
sprechende Ebene ß durch jene Gerade h und a) Dnalität in der Ebene mit 

Pnnkt s hindurchg^eht. Gegenüberstellung von Punkten und Ge- 

ErU.l«S. ImdreidimensioDalenPuBktraum ^«^«"' ,^« *"« ™ ^«^ gemeinsamen 

sind Punkt und Ebene reciprok, im zweidimen- -»^^^liß liegen, 

sionalen Punktraum (Ebene) Punkt und Ge- b) Dualität im Bündel mit Q«gen- 

rade. Projiziert man aber zwei yereimgt lie- flberstellung VOU Strahlen und febenen, 

^ende, dualistisch verwandte ebenen Systeme Ton ,. n j °i. j « «- t>.. -i / 

zwei Scheiteln aus, so entsteht wieder eme ver- ^® *U^ ^^^'^ ^^^ gememsamen Bundel- 

schiedene Art des Entsprechens, indem einem Scheitel gehen, 

Strahle des einen Bündels eine Ebene des an- ^\ Dualität im Räume mit Gegen- 

dcm entspncht, und umgekehrt (vgl. Erkl. 101). «v ^ iii xiai x,,«,«*«^ *«« ©^ai 

Diese Beziehungsweise ist besonders eingehend ÜDerstellung Von Punkten und Ebenen 

behandelt worden durch den deutschen Geometer des Raumes. 
Plücker, bleibt aber für den Inhalt des vor- 
liegenden Lehrbuches mit verschwindenden Aus- 
nahmen gänzlich ausser Betracht. 



Frage 45. Durch welche Stellen 
der bisherigen Betrachtungen ist die 

Aufstellung des Dualitätsprinzips Antwort. L In den Antworten der 
schon nahegelegt worden? Fragen 15 und 16 wurde gefunden, 

dass zur Trennung zweier Punkte 

Erkl. lee. Eine Gegenüberstellung zwischen ^^^^^ Punktreihe zwei Punkte , zur 

Punkt und Ebene kann nur bei räumlichen Be- Trennung zweier Strahlen eines 

traehtnngen auftreten, so oben bei der Behand- Strahlenbüschels zwei Strahlen nötig 

Ä,f5fu?t?jf ''" *P ^w ^"^^ dimensionaler gi^^ nämlich je ein innerer und ein 

Mannigfaltigkeit von Punkten und auch drei- „ ' jj«Tfcii.'uj u 
fach dimensionaler Mannigfaltigkeit von Ebenen, äusserer ; — dass die Punktreihe durch- 
Ebenso zeigte sich das ebene System als laufen werden kann und der Strahlen- 
zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punk- bttschel umlaufen werden kann in zwei 

*it^'t't!«!iM?^fni^^®7"''' «^^^^^ entgegengesetzten Richtungen, 

der Ebenenbündel als zveifach unendliche t» x-x« j n_ r^ «u i. n 

Mannigfaltigkeit von Ebenen, die alle durch Bestätigung derselben Gegenfibei-stellung 

einen Punkt gehen; endlich die Punktreihe erfolgte in Antwort auf Frage 25 bei 
als einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Untersuchung der perspektivischen Be- 
Punkten, die alle auf einer Geraden liMren, zighung zwischen Punktreihe und Strah- 

der Ebenenbüschel als einfach unendliche ''*'="«^"6 *'^*«^"^" f- "^^'^'''f^*"^ «xx« k^ 1« 
Mannigfaltigkeit von Ebenen, die alle durch leubttSChel, UUd teilweise, wenn auch 
eine Gerade gehen. Denn die Gerade war nicht in vollständiger Uebereiustimmung, 

bestimmt entweder als Verbindungslinie zweier bei den metrischen Untersuchungen 

Punkte oder als Schnittlinie zweier Ebenen. g^^j. Frs^eu 35 bis 41 über das Teilungs- 

U..M lAiy n - ;i- r»-r*«*.u * Verhältnis einer Strecke oder eines 

ErU. 167. Dass die Dualität sich ganz streng ^tt- 1 1 -i. j* 1 j. i. -n 
nur durchführen lässt bei EigeDscIaften de? Winkels, über die konstanten Pro- 
Figuren, die sich allein auf die Lage der Eie- dukte aus Strecken oder Winkel tangenten 
mente beziehen, dagegen nicht ganz streng in projektivischen Reihen und Büscheln, 

bei jenen Eigenschaften, die sich auf Mass- g^^^ ß^er das Doppelverhältnis von 

Verhältnisse beziehen, zeigte sich auch in . »> 1 . j ^ o* n«« 

den verschiedenen Beispielen von dualistischer Vier Punkten oder Vier StraWen. 

Gegenüberstellung in der Planimetrie: Vergl. 2. In den Antworten auf Frage 26 

^i!IsTm^?^^f^A^l:^^?*^^^^ «»d 27 bezw. 31 und 32 wurde die pro- 

metne, III. Teil, Abschnitt 1, dann die Mittel- • i x* • i. xr jx i. ^x • i 

punkte der Seitenstrecken des Vierecks und die jektivische Verwandtschalt in perspek- 
Halbierungslinien der Winkel des Vierseits tivischer bezw. in schiefer Lage unter- 
( Antwort auf Frage 189 u. 190), das dem Kreis sucht zwischen zwei Punktreihen und 

ein^chriebene Dwieck und Viereck mit Um- zwischen zwei Strahlenbüscheln: und 

kreis, und das dem Kreis um- oder angeschnebene j. ^^ u «j^ tt a v« ^-. „^•.i:^^«^ 

Dreiseit und Vierseit mit Inkreis oder Ankreis diese beiden Untersuchungen verhefen 

(Kleyer-Sachs, IV. Teil und besonders VIII. Teil, zum Teil ganz Wörtlich gleichlautend, 



76 Projektivische (neuere) Geometrie I. Teil. 

Satz 20 und 21) ; femer die Sätee von Menelaos bloss mit VertauschuDg der Elemente, 

und Ceva(VlL Teil), ganz besondere aber die nämüch der Punkte und Geraden. Dag 

harmonischen Eigenschaften des vollständigen „ .^^^ „„^t ,. * ««^i.««;^.,««.^^« a^^ t>« 

Vierecks und Vierseits (Kieyer-Sachs, VI. Teil, z^^g^n auch die Anschreibungen der Be- 
Aufgabe 262), sowie die Lehre von Pol und Ziehungen: _ _ 
Polare nebst den Sätzen von Pascal und ^j y^ «S Ä *s ^e*^« -^i A * A "^ 
Brianchon (im VIII. Teil). An letzterer Stelle ^^i ^^r perspektivischen Lage, und 
findet sich auch der zur Ebenen Elementar- ^ ^\ ^ ,- ^^ <s^-^* 
Geometrie gehörige Teil des geometrischen Be- ^i A ^i A 'o A ^t A h 
weises für die von Poncelet benannte Polari- oezw. : _,^^__ — 
sation (VIII. Teil, Erkl. 281). , . , ^^Aj' ^i ^« '^ '» /^ ^« 

bei der schiefen Lage. 



Frage 46, Welches sind die grundlegenden Gegenüberstellungen des 
Dualitätsprinzips in der Ebene? 

Antwort. Die grundlegenden Fälle ffir die Aufstellung des Dualitätsprinzips 
in der Ebene sind folgende: 

1. Ein Punkt, Eine Gerade, 

2. Zwei Punkte Zwei Gerade 

bestimmen durch ihre Verbindung eine bestimmen durch ihren Schnitt einen 

Gerade. Punkt 

3. Zwei, drei, • • • w Punkte liegen Zwei, drei, • • • n Gerade gehen durch 
auf derselben Geraden oder liegen denselben Punkt oder gehen nicht 
nicht auf derselben Geraden. durch denselben Punkt. 

4. Unendlich viele Punkte, die Unendlich viele Gerade, die in 
in stetiger Reihenfolge auf derselben stetiger Reihenfolge durch denselben 
Geraden liegen, bUden eine Punkt- Punkt gehen, bilden einen Strahlen- 
reihe (Figur 34). bjüschel (Figur 34). 

5. Unendlich viele Punkte der- Unendlich viele Gerade der- 
selben Ebene in stetiger Aufeinander- selben Ebene in stetiger Aufeinander- 
folge aber beliebiger Lage erfüllen folge aber beliebiger Lage umhüllen 
eine Punktkurve (Ordnungskurve) oder eine Tangentenkurve (Klassenkurve) 
eine Punktreihe von T., ü., • • • nter Ord- oder ^nen Strahlenbtischel von L, n., • • • 
nung je nach der Höchstzahl von 1, 2, ^ter Klasse je nach der Höchstzahl 
• ••n ihrer Kurvenpunkte, welche mit von 1, 2, •••n ihrer Kurventangenten, 
den Punkten einer beliebigen Punktreihe welche mit den Strahlen eines beliebigen 
L Ordnung zusammenfallen können (vgl. Strahlenbüschels L Klasse zusammen- 
Figur 3, Seite 9). fallen können (vergl. Figur 8, S. 11). 

6. Die Verbindungsgerade zweier Der Schnittpunkt zweier unend- 
unendlich nahe benachbarten lieh nahe benachbarten Kurven- 
Kurvenpunkte ist eine Tangente tangenten ist ein Kurvenpunkt 
der Kurve. 

7. Die Ebene enthält doppelt unend- Die Ebene enthält doppelt unend- 
lich viele Punkte. lieh viele Gerade. 

8. Durch zwei Punkte auf derselben Durch zwei Gerade durch denselben 
Geraden werden alle Punkte der auf der Punkt werden alle Strahlen des durch 
Geraden liegenden Punktreihe in zwei den Punkt gehenden Strahlenbuschels 
Teile getrennt: in zwei Teile getrennt: 

einen Innern und einen äussern, einen Innern und einen äussern, 

und der Durchlauf von dem einen Punkt und der Umlauf von dem einen Strahle 

zum andern und durch die ganze Punkt- zum andern und durch den ganzen Strahlen- 
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Fignr 34. 



Figur 35. 





„Strahlenbüschel I. Klasse und Panktreihe I. Ordnung.'' 

reihe kann in zwei entgegengesetz- büschel kann in zwei entgegengesetz- 
ten Richtungen geschehen (s. Fig. 35). ten Richtungen geschehen (s. Fig. 35). 

9. Von vier Punkten einer Punkt- Von vier Strahlen eines Strahlen- 
reihe werden zwei durch die zwei andern bttschels werden zwei durch die zwei 
völlig (innen und aussen) getrennt, so andern völlig (innen und aussen) getrennt, 
dass man nicht vom einen Punkte des so dass man nicht vom einen Strahle des 
ersten Paares zum andern gelangen kann, ersten Paares zum andern gelangen kann, 
ohne entweder den einen oder den andern ohne entweder den einen oder den andern 
Punkt des andern Paares zu fiberschreiten. Strahl des andern Paares zu äberschreiten. 

(und so weiter.) 

Erkl« 168« Bei rftnmlicher Reciprocität würden die Gegenüberstellungen zu den oben* 
stehenden in Bezug auf den Punkt angezählten Fällen folgende Gestalt annehmen : 

1. Eine Ebene. 

2. Zwei Ebenen bestimmen durch ihren Schnitt eine Gerade. 

3. Zwei, drei, -"ti Ebenen gehen durch dieselbe Gerade oder gehen nicht durch 
dieselbe Gerade. 

[Hierher würden noch gehören die Gegensätze: 

a) drei Punkte bestimmen eine Ebene; — drei Ebenen bestimmen einen Punkt; 

ß) vier und mehr Punkte liegen in einer Ebene oder liegen nicht in einer Ebene; — 
vier und mehr Ebenen gehen durch einen Punkt oder gehen nicht durch einen Punkt; 

y) der Raum enthält dreifach unendlich viele Punkte — der Raum enthält dreifach 
unendlich viele Ebenen.] 

4. Unendlich viele Ebenen, die in stetiger Reihenfolge durch dieselbe Gerade 
hindurchgehen, bilden einen Ebenenenbüschel (Figur 10 und 12). 

5. Unendlich viele Ebenen durch denselben Punkt in stetiger Aufeinanderfolge aber 
beliebiger Lage umhüllen eine Eegelmantelfläche von I., IL, • • «nter Klasse, je nach 
der Höchstzahl von 1, 2, ***n ihrer Tangentenebenen, welche mit den Ebenen eines 
beliebigen Ebenenbüschels L Klasse (durch denselben Scheitel) zusammenfallen können. 

6. Die Schnittgerade zweier unendlich nahe benachbarten Tangentenebenen ist eine 
Tangente (Kantenlinie) der Kegelfläche. 

7. Durch einen Punkt (z. B. Scheitel eines Bündels) gehen doppelt unendlich viele Ebenen. 

8. Durch zwei Ebenen durch dieselbe Schnittgerade werden alle Ebenen des durch die 
Gerade gehenden Ebenenbüschels in zwei Teile getrennt: einen Innern und einen 
äussern, und der Umlauf von einer Ebene zur andern und durch den ganzen 
Ebenenbüschel kann in zwei entgegengesetzten Richtungen geschehen. 

9. Von vier Ebenen eines Ebenenbüschels werden zwei durch die zwei andern völlig 
(innen und aussen) getrennt, so dass man nicht von der einen Ebene des ersten Paares 
zur andern gelangen kann, ohne entweder die eine oder die andere Ebene des andern 
Paares zu übersiäreiten. 

Erkl« 1B9* Da die linken Seiten obenstehender Antwort lauter Elemente in derselben 
^^bene b^andeln, so müssen die reciproken Fälle voriger Erkl. 168 lauter Elemente durch 
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denselben Punkt liefern. Eine neue Doppelreihe zusammengehöriger F&Ue wtlrde endlich 
die in Erkl. 165 genannte Art des Entsprechens liefern durch Projektion der beiderseitigen 
Aufstellungen obenstehender Antwort von einem Scheitel ausserhalb der Ebene, entspieehend 
der sog. Dualität im Bündel. 

ErkK 170« In der Massgeometrie kommen zu den obenstehenden nur auf die Lag^e der 
Elemente bezüglichen Angaben noch jene hinzu, welche bezeichnen: 

die Strecke als Längenmass der Ver* den Winkel als Winkelmass der Drehuitf 
Schiebung des Punktes; des Strahles; 

den Mittelpunkt und den unendlich fernen die Halbierungsgeraden des Winkels und 
Punkt der Strecke als Punkte mit gl ei- des Nebenwiäels als Gerade mit gleicher 
chemAbstand von beiden StreckenpunKten ; Neigung gegen beide Winkelschenkel : 

Teilungsverhältnis der Strecke durch Teilungsverhältnis des Winkels durch 
einen Punkt als Längenverhältnis einen Strahl als Sinusverhältnis der 
der Teilstrecken, Teilwinkel, 

Doppelverhältnis von vier Punkten als Doppelverhältnis von vier Strahlen als 
Quotient zweier Teilnngsverhältnisse der- Quotient zweier Teil nngs Verhältnisse des> 
selben Strecke. selben Winkels. 



Frage 47. Welche Figuren sind 
besonders wichtig für die Anwendung 

des Dualitätsprinzips? Antwort. Die wichtigsten Figraren 

für die Anwendung des Dualitätsprinzips 

Erkl. 17L Die reciproke üebertragung im sind die Vielecke und Vielseite: Man 
Baume liefert die .körperlichen Ecken« unterscheidet einfache Vielecke und 

der Stereometrie m der Auffassung als „räum- • i? v -er* i^ -i. - n 

liehe n-Seite« und „räumliche «-Kante«, einfache Vielseite, SOWie VOll- 

Denn »Punkten einer Ebene entsprechen reci- Ständige Vielecke (mit Ecken, Seiten 

prok n Ebenen durch einen Punkt, und n Ge- und Nebenecken) und vollständige 
raden einer Ebene entsprechen n Q^^^^^ (mit Seiten, Ecken und 

einen Punkt. Man erhält dje Oebilde wieder ^ , > ^ 

entweder durch direkte reciproke Üebertragung J>C Den selten J. 
oder auch durch Projektion der (ebenen) dua- 
listischen Figur von einem Scheitel aus. 

Frage 48. Was versteht man unter einem einfachen w-Eck und «-Seit? 

Antwort, I.Unter einem einfachen Unter einem einfachen w-Seit ver- 
n-Eck versteht man eine Gruppe von steht man eine Gruppe von n Geraden 
«Punkten (in derselben Ebene) als (in derselben Ebene) als Seiten, von 
Ecken, von denen keine drei in denen keine drei durch denselben 
derselben Geraden liegen, samt Punkt gehen, samt n Schnittpunk- 
n Verbindungsgeraden, durch deren ten, in deren jedem zwei aufeinander- 
jede zwei aufeinanderfolgende Punkte folgende Seiten einander schneiden, ak 
verbunden werden, als Seiten. Ecken. 

2. Das einfache n-Eck hat also n Ecken Das einfache n-Seit hat also n Seiten 
und /< Seiten, zusammen 2n aufeinander- und «EckeU; zusammen 3n aufeinander- 
folgende Elemente ; und von diesen heissen folgende Elemente ; und von diesen heissen 
jedes i'te und (Ä;±n)te zwei gegen- jedes ite und (Ä:±n)te zwei gegen- 
überliegende Elemente. überliegende Elemente. 

3. Ist n eine gerade Zahl, so liegt jedem Eckpunkt ein Eckpunkt, 
jeder Seite eine Seite gegenüber; ist n eine ungerade Zahl, so ist von 
zwei einander gegenüberliegenden Elementen stets das eine ein Eckpunkt^ 
das andere eine Seite. 

4. Einfaches n-Eck und einfaches n-Seit 

sind genau dieselbe Figur, nur in verschiedener Auffassung der Ent- 
stehungsweise. 
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EiU. 172* Wenn die n Punkte für ein n-Eck oder die n Geraden für ein n-Seit nicht in 
derselben Ebene liegen würden, so entstünde eine räumliche Figur, das sogen, windschiefe 
Vieleck bezw. Viel seit, für welches im allgemeinen andere Gesetze gelten, als für das 
ebene (vergl. Angabe 188 der Au&abensammlung). — Wenn mehr als drei aufeinanderfolgende 
Punkte auf einer Geraden liegen, bezw. mehr als drei aufeinanderfolgende Geraden durch einen 
Punkt gehen, so kann keine vollzählige Figur entstehen (Aufgabe 140 der Au%abensammlung). — 
Ueber die Anzahl der einfachen Vielecke, die aus n gegebenen Punkten entstehen können, bezw. 
die Anzahl der einfachen Vielseite, die aus n gegebenen Geraden entstehen können, sehe man 
unten die Antwort auf Frage 49 und 50. 

ErkL 17S. Die einander gegenüberliegenden Elemente spielen in manchen Unter- 
suchungen eine wichtige Rolle. Ist die Zahl X <^ n, so ist das gegenüberlie|fende Element das 
{k -\- n) te ; ist A; >> n, so ist das gep^enüberliegende das (k — n) te. Dabei ist die Aufeinanderfolge 
der 2 n Elemente stets : Ecke, Seite, Ecke, Seite, • • • oezw. Seite, Ecke, Seite, Ecke, • • • d.h. 
alle geraden gleichartig und alle ungeraden gleichartig. Ist aber n gerade, so sind k und 
k + n beide gleichartige Elemente; ist aber n ungerade, so sind k und k + n uugleichartige 
Elemente. So ist für das einfache 17-Eck das Ote Element eine Ecke, das (9~4-17)te oder 26 te 
eine Seite; das 10 te eine Seite, das (10 -f- 17) te oder 27 te eine Ecke; das 22 te eine Seite, das 
(22— 17) te oder 5te eine Ecke. Für das einfache 17-Seit ist das 14 te Element eine Ecke, das 
(14 4-17)te oder Site eine Seite; das 23 te eine Seite, das (23 — 17)te oder 6te eine Ecke. 
Beim einfachen 22-Eck sind das 12 te Element und das (12-f 22)te oder 34 te beide Seiten, 
das 19 te und (19 4-22)te oder 41 te beide Ecken; das 35 te und das (35 — 22)te oder 13 te 
sind beide Ecken, das 38 te und (38 — 22) te oder 16 te beide Seiten. — Da diese Ueberlegungen 
bei dualistischer Uebertragung wörtlich gleichlautend bleiben, so sind die Teile 3 und 4 oben- 
stehender Antwort nicht getrennt, sondern gemeinschaftlich quer durch gedruckt. 

ErkL 174. Eine Verbindungsgerade zweier nicht aufeinanderfolgenden Eck- 
punkte wird sowohl im einfachen Vieleck als im einfachen Vielselt Diagonale genannt in 
Anlehnung an den entsprechenden Ausdruck in der Planimetrie. Deren Anzahl ist nach plani- 

metrischen Feststellungen gleich -^n {n — 3). Ebenso gibt es auch -Qn(n^S) Schnittpunkte 

zweier nicht aufeinanderfolgenden Seiten des einfachen tt-Ecks oder n-Seits, welche nicht mit 
besonderen Namen belegt sind (man müsste denn sagen, die Diagonalen seien „Nebenseiten des 
einfachen Vielecks'', die letzteren Schnittpunkte „Nebenecken des einfachen Vielseits''). 



Frage 49. Was versteht man unter einem vollständigen n-Eck und 
n-Seit? 

Antwort. 1. Unter einem voll- Unter einem vollständigen n-Seit 
ständigen w-Eck versteht man eine versteht man eine Gruppe von w Ge- 
Gruppe von w Punkten (derselben Ebene) raden (derselben Ebene) als Seiten, 
als Ecken, von denen keine drei in von denen keine drei durch den- 
derselben Geraden liegen, nebst selben Punkt gehen, nebst ihren 
ihren sämtlichen Verbindungs- sämtlichen Schnittpunkten als 
geraden als Seiten. Ecken. 

2. Die ausser den w Eckpunkten noch Die ausser den n Seiten noch ent- 
entstehenden Schnittpunkte der Seiten stehenden Verbindungsgeraden der Ecken 
des vollständigen w-Ecks heissen Neben- des vollständigen «-Seits heissen Nebeu- 
ecken des n-Ecks. selten des n-Seits. 

3. Das vollständige w-Eck enthält Das vollständige ^«-Seit enthält sämt- 
sämtliche einfachen n-Ecke, welche liehe einfachen w-Seite, welche aus 
aus denselben n Eckpunkten durch ver- denselben *« Geraden durch verschie- 
schiedene Aufeinanderfolge der dene Aufeinanderfolge der Schnei- 
Verbindungen gebildet werden düngen gebildet werden können, 
können. 
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4. Somit enthält das vollständige Somit entbält das vollständige 
n-Eck: w-Seit: 

*n Ecken, n Seiten, 

-^^^^ Seiten, iL^^ Ecken, 

n(H-i)(n-2)(.-a) jjebenecken JL(;^z±)i^ - 2) (» - 3) Nebenseiten 

und und 

y(w — 1)! einfache n-Ecke. yO' — 1)! einfache w-Seite. 

ErkL 175. Das einfache 7»-Eck und n-Seit der projektivischen Geometrie ist dieselbe 
Fignr wie das allgemeine Vieleck der Planimetrie, also nicht bloss wie das konvexe allein, 
sondern einschliessUch des Vielecks mit einspringenden Winkeln und des ttberschlagenen Viel- 
ecks. Das vollständige n-Eck und n-Seit dagegen tritt in der Planimetrie eigentlich gar 
nicht anf mit Ausnahme einiger Betrachtungen, weiche dem Grenzgebiet zwischen Planimetrie 
und projektivischer Geometrie angehören, z. 6. über die harmonischen £i|:enschaften des voll- 
ständigen Vierecks und Vierseits (Kleyer-Sachs, Ebene Elementar-Geometrie, VI. Teil, Antwort 
auf Frage 60 und 61 sowie Aufgabe 252). 

Erkl* 176. Man merkt sich leicht, dass das n-Eck auch Xebenecken, das »-Seit auch 
Nebenseiten besitzt (nicht aber hat das »-Eck Nebenseiten, oder das ;i-Seit Nebenecken). Es ist 
also bei jedem der beiden Gebilde die kleinste Anzahl die der primären Elemente oder 
der erzeugenden Hauptelemente, welche der Figur den Namen geben (Ecken beim n-Eck, 
Seiten beim n-Seit), die nächst grössere Zahl die der sekundären Elemente (Seiten des 
/i-Ecks, Ecken des n-Seits), die grösste Zahl die Anzahl der mit den Hauptelementen gleich- 
artigen Nebenelemente (Nebenecken beim n-Eck, Nebenseiten beim /^-Seit). 

ErU* 177. Die Anzahl der verschiedenen Elemente ist der Ueb ersichtlichkeit wegen jeweils 
schon in obenstehender Antwort zusammengestellt. Die genaue Ableitung der einzelnen Ziferu 
findet man in der folgenden Antwort auf Frage 50. Man beachte also schon hier, dass während 
bei der dualistischen Uebertragung aus Eckpunkten Seiten, aus Nebenecken Nebenseiten u. s. w. 
werden, die Anzahl je beiderseits gleich bleibt. 



Frage 50. Wie gelangt man zu der eben angegebenen Anzahl von Ele- 
menten. 

Antwort« 1. Sind u Punkte gege- Sind n Gerade gegeben, so kann 
ben, so kann man jeden einzelnen Punkt man jede einzelne Gerade einmal mit 
einmal mit jedem der n — 1 andern jeder der n — 1 andern zum Schnitt 
verbinden^ also gehen durch jeden der bringen, also liegen auf jeder der 
n Eckpunkte w — 1 Seiten des voll- »Seiten /* — 1 Eckpunkte des voll- 
ständigen At-Ecks; für alle n Eckpunkte ständigen n-Seits; für alle n Seiten gäbe 
gäbe das w(n — 1) Seiten; hierunter ist das «(n — 1) Eckpunkte; hierunter ist 
aber jede Seite doppelt gezählt, nämlich aber jede Ecke doppelt gezählt, nämlich 
als Yerbindungsgerade ihres einen Eck- als Schnittpunkt ihrer einen Seite mit 
Punktes mit dem andern und wieder des der andern und wieder der andern mit 
andern mit dem einen, folglich ist die der einen, folglich ist die Anzahl der 
Anzahl der Seiten des vollstän- Ecken des vollständigen n-Seits 
d igen »-Ecks nur die Hälfte der Zahl nur die Hälfte der Zahl w(n — 1), 
n {n — 1), nämlich : nämlich : 

n{n — 1) n {n — I) 

Tä • 1.2 • 

2. Für die Anzahl der Nebenelemente kann man zweierlei Ableitung 
machen : 
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Erste Ableitung. 

Von den Von den 

w (n — 1) n (» — • 1) 

r.2"~" i.'a 

Seiten des vollständigen //-Ecks ist jede Eckpunkten de$ vollständigen n-Seits 

zum Schnitt zu bringen mit jeder der ist jeder zu verbinden mit jedem der 

w (n — 1) _ n (n ~ 1) __ 

1.2 12 

Übrigen. Das gäbe als Anzahl der übrigen. Das gäbe als Anzahl der 

Schnittpunkte: Verbindungsgeraden: 

2* 12 V 1-2 / 2" 12 V 1-2 /' 

Hiervon sind aber diejenigen Schnitt- Hiervon sind aber diejenigen Verbin- 

pankte abzuziehen, welche in die dungsgeraden abzuziehen, welche auf 

//Eckpunkte selbst hinein fallen. Nun die n Seiten selbst darauf fallen. Nun 

gehen durch jeäe Ecke n — 1 Seiten, liegen auf jeder Seite w — 1 Ecken, 

und diese wurden, wenn sie nicht dui^ch und diese würden ^ wenn sie nicht auf 

denselben Punkt gingen, derselben- Geraden lägen, 

(n — 1) (n — 2) (n~-l)(yt — 2) 

12 " 12 

Schnittpunkte iefern. Soviele von obi- Verbindungsgeraden liefern. Soviele von 
gen Schnittpunkten fallen demnach in obigen Verbindungsgeraden fallen also 
jeder Ecke in einen Punkt zusammen; auf jeder Seite in eine Gerade zu- 
nnd dieser eine Punkt ist keine Neben- sammen; und diese eine Gerade ist keine 
ecke, sondern eine Hauptecke des Nebenseite, sondern eine Hauptseite 
«•Ecks. Für alle // Ecken werden also des n-Seits. Für alle n Seiten werden 
von der Gesamtzahl der Schnittpunkte also von der Gesamtzahl der Verbin- 
abgezogen: dungsgeraden abgezogen: 

(n-l)(«~ 2) (n-l)(n-2) 

n • = — :: . « ' 



12 12 

Somit bleibt für die Anzahl der Neben- Somit bleibt ftir die Anzahl der 
ecken: Nebenseiten: 

1 n(n~l) /«(«-!) A n(H-~l)(n-2) ^njn-^l) ^ (n ~ 1) 1 . ^.I 

_n(n~l) ,_ , n(n-i)( n~2)(u-^3) 
— ^ (n» — o»-j-b) — g . 

Zweite Ableitung. 

Durch jeden der //Eckpunkte gehen Auf jeder der n Seiten liegen (n — 1) 
n—l Seiten; also wird eine einzelne Eckpunkte; also wird ein einzelner Eck- 
Seite in jedem der beiden auf ihr liegen- punkt durch jede der beiden durch ihn 
den Eckpunkte geschnitten von n — 2 an- hindurchgehenden Seiten verbunden mit 
dem Seiten, und alle diese Schnittpunkte n — 2 andern Eckpunkten, und alle diese 
fallen in die beiden Hauptecken. In Verbindungsgeraden fallen in die beiden 
Nebenecken wird also jede einzelne Hauptseiten. Durch Nebenseiten wird 
Seite geschnitten von allen also jeder einzelne Eckpunkt verbunden 

n(n — 1) mit allen 

12 
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Seiten mit Ausnahme von jenen 2(n — S) Ecken mit Ausnahme von jenen 2 (n— 2) 

und auch von ihr selbst. Folglich ist und auch von ihm selbst Folglich ist 

die Anzahl der Nebenecken auf je- die Anzahl der Nebenseiten durch 

der einzelnen Seite gleich: jeden einzelnen Eckpunkt gleich: 

n(n-l) ^, ^^ , _ n(n-~l)~-4(n~2)-2 «8~n~4ii-|- 8-2 
__ 2(«-2)-l- -g = g 

_ ^2 - 5»t + 6 _ (n — 2)(n- 8) 
"" 2 " 2 • 

Auf allen Durch alle 

n(n — 1) n (n — 1) 

r2 n 

Seiten lägen also im ganzen Eckpunkte gingen also im ganzen 

n(n— 1) (n — 2) (n — 3) n (n — 1) (n — 2) (n — 3) 

1-2*2 1.2 ■ « 

Nebenecken. Hierbei ist aber wieder Nebenseiten. Hierbei ist aber wieder jede 
jede Nebenecke doppelt gezählt, näm- Nebenseite doppelt gezählt, nämlich 
lieh auf ihrer ersten Seite und nochmals durch ihre erste Ecke und nochmals durch 
auf der zweiten, also ist die endgiltige die zweite, also ist die endgfltige As- 
Anzahl der Nebenecken nur die Hälfte zahl der Nebenseiten nur die Hälfte 
obiger Zahl, nämlich: obiger Zahl, nämlich: 

n (n — 1) (n — 2) (n ~ 3) 
8 • 

3. Um die Anzahl der in einem voll- Um die Anzahl der in einem toH- 
ständigen n-Eck enthaltenen einfachen ständigen n-Seit enthaltenen einfachen 
M-Ecke zu finden, muss man einen be- /i-Seite zu finden, muss man eine be- 
liebigen der n Punkte als ersten Eck- liebige der n Geraden als erste Seile 
punkt wählen; dann hat man Auswahl wählen; dann hat man Auswahl für die 
für den zweiten Eckpunkt unter (w — 1) zweite Seite unter (n — 1) Geraden, dann 
Punkten, dann für den dritten noch unter für die dritte noch unter {n — 2), dann 
(« — 2), dann für den vierten noch unter für die vierte nodi unter (n — 3), und 
(n — 3) , und so fort bis zum letzten so fort bis zur letzten Seite , die man 
Punkte, den man wieder mit dem ersten wieder mit der ersten zum Sdmitt brin- 
verbinden muss. Also wäre die Anzahl gen muss. Also wäre die Anzahl der 
der möglichen Reihenfolgen von Verbin- möglichen Eeihenfolgen von Schnitt- 
dungsgeraden : punkten : 

(n — 1) (» — 2)(n — 3)...3.2.1 = (n — 1)! (n — 1) (n — 2) (w — 8).. .3.2-1 =(ii-l)- 

Hierin ist aber jede Verbindungsfolge Hierin ist aber jede Schnittfolge in bö- 
in beiden Umlaufsrichtungen mitgezählt, den Umlaufsrichtungen mitgezäüt, also 
also bleibt als Gesamtzahl der ein- bleibt als Gesamtzahl der einfacben 
fachen n-Ecke nur die Hälfte, nämlich: tt-Seite nur die Hälfte, nämlich: 

ErkL 178« Man kann die obenstehende erste Ableitung auch kürzer darsteUen als Kom* 
binationsanfgabe von n Elementen znr zweiten Klasse, indem jedes der gegebenen fiEIeoeDt« 
(Punkte oder Geraden) einmal mit jedem der andern zusammen zu nehmen ist (zu verbinden oder 
zn schneiden). Dadurch wird die Ueberlegung aber eigentlich nur zurttckgeaehobeii, nicht y^* 
ändert, denn der Beweis, dass die Kombinationszahl der n Elemente zur zweiten Klasse gl^i^^' 

— n (« — 1) 
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ist, moss doch auf die gleiche Weise geführt werden. Gerade diese Besiehung zur Kombi- 
nationsrechnung aber ist die Veranlassung, dass man häufiger schreibt in der Form: 

w(n — 1) 

1.2 ' 
als in der Form: 

-^ n (« -- 1), 

Erkl. 179« EbenÜEÜls eine Kombinationsan^be Eur zweiten Klasse ist es, wenn von x gegebenen 
Elementen je eines mit einem von y gegebenen andern Elementen zusammengenommen (^kom- 
biniert") werden soll; und die Kombinatioussahl entsteht jedesmal dadurch, dass man das Pro- 
dukt X'y durch 2 dividiert. Dieser Vorgang wiederholt sich mehrmals in den vorstehenden 
Ableitungen; und zwar ist nicht jedesmal die ausführliche Begründung beigesetzt. — Zur 
gleichen Art von Berechnungen gehört auch die Aufsuchung der Diagonalenzahl des ein- 
fachen n-Ecks: Jede Ecke ist zu verbinden mit n — 8 andern, nämlich mit den übrigen n — \ 
mit Ausnahme der beiden Nachbarecken, weil deren Verbindungsgeraden mit der Ecke nicht 
Diagonalen, sondern Seiten sind. Das gibt nach demselben Grundsätze: 

— w(n — 3) Diagonalen. 

Erkl« 180. Für die Anzahl von Schnittpunkten ist stets zu beachten, dass sanz wohl ein 
oder verschiedene Male zwei Seiten parallel sein können. Dann fällt deren Schnittpunkt ins 
Unendliche; und zwar kann derselbe auf vier verschiedenen Strahlen erreidit werden, weil man 
auf jeder der beiden parallelen Geraden nach beiden Richtungen hin zum p^l eichen unendlich 
fernen Punkte gelangen kann (vergl. auch Erkl. 188). — Mem* als zwei Seiten dürfen aber nie 
nach demselben unendlich fernen Punkte ffehen. Denn wenn drei oder mehr Seiten unter- 
einander parallel wären, so wäre das dasselbe, als wenn mehr als zwei Seiten durch einen 
Punkt gingen. 

Erkl.' 181. Die letzte obiger Abzahlungen könnte man auch als eine Permutations- 
rechnuufi^ auffassen, indem jede verschiedene Anordnung der tt Elemente eine andere Reihen- 
folge ergibt. Das gäbe n ! verschiedene Anordnungen der Elemente. Nun ist aber das n-Eck 
bezw. das n-Seit dasselbe , welches auch von den n Elementen am Anfang steht , wenn nur die 
Reihenfolge die gleiche ist — und das kann n mal wechseln; und femer ist das tt-Eck bezw. 
ii-Seit dasselbe, wenn die Reihenfolge die umgekehrte ist. Folglich muss n\ durch n und 
dann noch durcli 2 dividiert werden, so dass wieder entsteht: 

^=: (n — 1)(« — 2).. .4.3. 
2n 

Aas der Permutationsrechnung entnommen ist für das Produkt n (n — 1) (n — 2)* • •4-3*2' 1 
der Ausdruck n\ — gesprochen „n-Fakultät". (Man sehe Staudacher, Lehrbuch der Kom- 
binatorik.) 

Erkl« 182« Während das einfache M-Eck und das einfache n-Seit thatsächlich dieselbe Figur 

n' 
bilden, so hat man sich vor dem Irrtum zu hüten, als ob auch die —-- einfachen »-Ecke und 

SM 

die -^— ^ einfachen ti-Seite, welche aus demselben n-Eck bezw. n-Seit hervorgehen können, ganz 

oder teilweise identisch wären. Denn geht man aus von einem ursprünglichen, beiderseits 

identischen n-Eck — n-Seit mit n bestimmten Ecken und n bestimmten Seiten, so nimmt jedes 

n^ 
andere der -^ einfachen n-£cke mit denselben n Punkten irgend eine oder mehrere der Dia- 

2n 

n ! 
gonalen als Seiten hinzu; dagegen benützt jedes andere der -^ einfachen n-Seite mit 

denselben n-Seiten eben ausschliesslich nur dieselben n Geraden als Seiten mit Wechsel bloss 

n! 
in den Schnittpunkten. Daher sind thatsächlich von sämtlichen — - einfachen n-Ecken und 



n\ 



einfachen n-Seiten, welche ans demselben ursprünglichen einfachen n-Eck — n-Seit hervor- 



2n 
gehen, alle bis auf das einzige ursprüngliche Paar ganz verschiedene Figuren. 
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Fignr 86. 





Frage 51. Was folgt aus den bisherigen allgemeinen' Betrachtungen für 
das Dreieck und Dreiseit? 



Antwort. Das einfache Dreieck 
besteht aus drei nicht in einer Geraden 
liegenden Punkten als Ecken nebst 
ihren drei Verbindungsgeraden als Sei- 
ten (Figur 36) und ist dieselbe Figur 
wie das einfache Dreiseit; dieselbe Figur 
ist aber auch das vollständige Drei- 
eck (und das vollständige Dreiseit), 
denn es besitzt keine Nebenecken und 
enüiält nur das einzige einfache Dreieck. 



Erkl. 188. Für n = 3 wird : 

n (n — 1) 



3.2 



= 8, 



Das einfache Dreiseit besteht aas 
drei nicht durch einen Punkt gehenden 
Geraden nebst ihren drei Schnittpunkten 
als Ecken (Figur 36) und ist dieselbe 
Figur, wie das einfache Dreieck; aber 
dieselbe Figur ist auch das vollstän- 
dige Dreiseit (und das vollständige 
Dreieck), denn es besitzt keine Neben- 
seiten und enthält nur das einzige ein- 
fache Dreiseit. 



2 "" 2 ~"^' 



und da der Faktorf /» — 3 gleich Null wird, so muss der Ausdruck: 

n (n — 1) (?t — 2) (n - 3) 

8 

ebenfaUs NuU werden. — Berücksichtigt man jede mögliche Art der Lage der Seiten bezw. der 
Dreieckspnnkte znr Unendlichkeit, so erhält man (nach Standt) im ganzen sechs Arten roa 
Dreiecken (Fignr 37): 

1. Drei endliche Strecken ABC. 

2. Wenn ein Eckpunkt C ins Unendliche rttckt: eine endliche Strecke AB nnd swei 
gleichgerichtet parallele Halbstrahlen ACco \\ BCao, 

* 3. Wenn der zuerst ins Unendliche gewanderte Punkt C aus entgegengesetster Bichtnng 
wieder aus dem Unendlichen zurückkehrt, während beide anderen A und B im Endlichen 
bleiben: eine endliche Strecke AB und zwei durch das Unendliche hindurchgehende Strecken 
(Act) C, B QQ C). 

4. Wenn zum ersten Punkt noch ein zweiter Eckpunkt B ins Unendliche rUckt: zwei 
Halbstrahlen AC <3o und BCaa und eine mit der unendlich fernen Geraden susammenfalleode 
dritte Strecke {BC qd), 

Figur 37. 



<»C oo(T 
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6. Wenn einer dieser Punkte B aus der entgegengeseteten Richtung wieder aus dem 
Unendlichen surückkehrt, während der andere C unendlich fem bleibt: zwei entgegengesetzt 
parallele Halbstrahlen ACao \\ qdCB und eine durch das Unendliche hindurchgehende 
Strecke AB (einerseits hin ^oo, andererseits zurück co B). 

6. Wenn alle drei Punkte ins Unendliche gerückt werden: drei im Unendlichen liegende 
Strecken. «^__ 

Frage 52. Was ist für das Viereck und Vierseit aus den allgemeinen 
Ergebnissen zu entnehmen? 

Figur 88. Figur 89. 

Vollständiges Viereck. Vollständiges Vierseit. 





• 4 Ecken: A, B, C, D, 
— 6 Seiten: a, b, e, d, e^ f. 



o 3 Nebenecken: E, F, O. 

■' 'S Verbindungsgeraden dieser Neben- 
ecken: g, ffi, n. 

X-- 8 Schnittpunkte der Seiten mit letz- 
teren: B, /, JT, X, M, N. 



4 Seiten: a, h, e, d, 

* 8 Ecken: A, B, C, D, E, F. 
3 Nebenseiten: e, fj g. 

• 3 Schnittpunkte dieser Nebenseiten: 
ö, Jtf, N. 

6 Verbindungsgeraden der Ecken mit 
letzteren: hy t, k^ /, m, n* 



Antwort 1. Das einfache Vier- Das einfache Vierseit besteht aus 

eck besteht aus vier nicht in einer Ge- vier nicht durch einen Punkt gehenden 

raden liegenden Punkten als Ecken, Geraden als Seiten, nebst einer Folge 

nebst einer Folge von vier Geraden, von vier Schnittpunkten, in deren jedem 

durch deren jede zwei aufeinander fol- zwei aufeinander folgende Seiten ein- 

gende Punkte verbunden werden, als ander schneiden, als Ecken. 
Seiten. 

Einfaches Viereck und Vierseit bilden dieselbe Figur und besitzen je zwei 
Diagonalen. 

2. Das vollständige Viereck Das vollständige Vierseit (Fig. 39) 
(Figur 38) besteht aus vier nicht in besteht aus vier nicht durch einen 
einer Geraden liegenden Punkten Punkt gehenden Geraden ah cd als 
ABCD als Ecken, nebst deren samt- Seiten, nebst deren sämtlichen sechs 
liehen sechs Verbindungsgeraden Schnittpunkten ÄBCDEF als 
abcdef als Seiten. Ecken. 

3. Man bezeichnet beim vollständigen Man bezeichnet beim vollständigen 
Viereck unter den sechs Seiten je Vierseit unter den sechs Ecken je 
zwei solche als Gegenseiten, durch zwei solche als Gegenecken, in 
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welche je zwei verschiedene Eck- welchen je zwei verschiedene 
punkte verbanden werden, also in Seiten einander schneiden, also in 
Figur 38: Figur 39: 



AB-^CD 




a — (?, 


BC'-AD 


oder 


h d. 


AC — BD 




e-f. 



(ah) --(cd) 




B—D, 


(hc)^(ad) 


oder 


C—A, 


(ac)-(6(Z) 




F—K 



4. Das vollständige Viereck be- 
sitzt drei Nebenecken, nämlich die- 
jenigen Schnittpunkte EFG der sechs 
Seiten, welche nicht in die vier Eck- 
punkte fallen; man hat also ein Drei- 
eck der Nebenecken, sowie sechs Schnitt- 
punkte von den Seiten dieses Dreiecks 
mit den Seiten des Vierecks. 



Das vollständige Vierseit be- 
sitzt drei Nebenseiten, nämlich die- 
jenigen Verbindungsgeraden efg der 
sechs Eckpunkte, welche nicht in die 
vier Seiten fallen; man hat also ein 
Dreiseit der Nebenseiten, sowie sechs 
Verbindungsgeraden der Ecken diese^ 
Dreiseits mit den Ecken des VierseiL^ 



5. Das vollständige Viereck enthält Das vollständige Vierseit enthält drei 

drei verschiedene einfache Vierecke verschiedene einfache Vierseite je 

je nach der Aufeinanderfolge der Eck- nach der Aufeinanderfolge der Seiten 

punkte (Figur 40). (Figur 41). 



Figur 40. 







Figur 41. 




„Dreierlei verschiedene einfache Vierecke 
im gleichen vollständigen Viereck**. 



„Dreierlei verschiedene einfache Vierseit 
im gleichen vollständigen Vierseit". 



£i%l. 184. Man hat zu unterscheiden Ghegenseiten beim vollständigen Viereck, Gegen- 
ecken beim vollständigen Vierseit; dagegen beim voUstftadigen Viereck keine Qegen- 
ecken, weil za einer beliebigen Ecke jede andere in gleichwertigem Gegensats steht; nn^ 
ebenso beim voUständigen Vierseit keine Gegenseiten, weil za einer beliebigen Seite jede 
andere in gleichwertigem Gegensatz steht. Diese Unterscheidung ist selbstverständlich nicht 
zu verwechseln mit der Unterseheidnng von gegenüberliegenden Elementen beim einfachen 
Vieleck nach den Ordnungszahlen k und k + n von dessen Elementen. Beim Dreieck nn^ 
Dreiseit, wo der Unterschied des einfachen undvoUständigen überhaupt verschwindet, kann in 
beiden Fällen von Gegenecke and Gegenseite ^sprochen werden. Wo immer sonst noch von 
gegenüberliegenden Elementen gesprochen wird (Fünfeck, Sechse<xk tl s. w.), kann 
nur vom einfachen Vieleck die Rede sein. 
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Brklm 18& Die Vergleichung des dritten 
Teiles obenstehender Antwort mit Figur 88 und 
39 zeigt, dass man manchmal darauf verzichten 
muss, die Dualität auch durch die Buchstaben 
der Figur genau zum Ausdruck zu bringen. In 
Figur 38 und 39 ist Buchstabe a jedesmal für 
die Gerade zwischen den Punkten A und B 
gewählt: und deswefi^en wird der Text nicht 
genau dualistisch. Würde man den Text genau 
dualistisch verlangen, so würde in Figur 38 an 
der Verbindungsgeraden AB Buchstabe a, in 
Figur 39 an derselben Verbindungsgeraden AB 
dagegen Buchstabe b stehen müssen, was wohl 
eher zur Verwirrung beitragen würde. 

Beim ungradzahligen einfachen Vieleck 
bezw. Vielseit kann an derselben Figur die 
Buchstabieruag dualistisch durchgeführt werden, 
indem man mit J,a; B^b u. s. w. gegenüber- 
liegende Elemente bezeichnet. Und auf Omnd 
dessen kann das gleiche fürs vollständige Vieleck 
bezw. Vielseit mit ungerader Zahl der Grund- 
elemente ausgebaut werden. — Beim gerad- 
zahligen Vieleck bezw. Vielseit aber sind 
gegenüberliegende Elemente gleichartig, und 
folglieh ist dualistische Buchstabierung an 
derselben Figur unmöglich. Man brauchte 



zweierlei Figuren, wobei das eine Mal be- 
zeichnet wird: 

AB mit a, BC mit b, CD mit c, • • • 
also: 

(ab) mit Bf (bc) mit 6' • • • ; 

das andere Mal: 

(ab) mit A, (bc) mit B, (cd) mit C, • • • 
also: 

AB mit &, BC mit c • • •. 

Erkl« 186. In Figur 40 und 41 sind die ein- 
fachen Vielecke und Vielseite vollständig durch- 
geführt, damit man erkennt, dass aus den sechs 
Reihenfolgen nur je drei verschiedene Figuren 
entstehen, nämlich jeweils I = III, II = VI, 
IV = V. Viereck I, III in Figur 40 und Vier- 
seit I, III in Figur 41 mögen als gleiches ein- 
faches Viereck- vierseit angesehen werden. Da- 
bei sieht man aber wieder, dass keines der 
Vierecke II, IV dieselben vier Seiten hat 
wie I, oder dieselben Ecken und Seiten wie 
irgend eines der Vierseite in Figur 41, und 
keines der Vierseite II, IV dieselben vier 
Ecken hat wie I, oder dieselben Ecken und 
Seiten wie irgend eines der Vierecke in Fig. 40. 



Figur 42. 



Figur 43. 





„Vollständiges Fünfeck.'' 



„Vollständiges Fünfseit.' 



Frage 53. Wie lassen sich die 
Uebcarlegungen für die w-Ecke und 
''•Seite übersichtlich zusammenstellen? 



Antwort. Man kann die Ergebnisse 
für die n-Ecke und n- Seite folgender- 
massen übersichtlich zusammenstellen: 
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Figur 44. 



Figur 45. 







„Zwölf einfache Fünfecke im gleichen 
vollständigen Fünfeck." 

Erkl. 187« Man erkennt ans der neben- 
stehenden Tabelle, dass die Anzahl der Neben- 
elemente viel rascher anwächst, als die der 
Hauptelemente; noch viel rascher aber steigt 
die Anzahl der einfachen Figuren, die in den 




.Zwölf einfache Fünfseite im gleichen 
vollständigen Fünfseit." 
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vollständigen enthalten sind. So wird die An- 
zahl der einfachen 20-Ecke (-Seite) im voll- 
ständigen 20-Eck (-Seit) schon angegeben durch 
die ansehnliche Zahl von ttber 60 Billiarden, 
nämlich 60822560204416000. 

Erkl. 188 a. Die Wichtigkeit der Lehre 

Erkl. 188. Da in der proiektivischen Geo- ▼<>" den vollständigen Vielecken und Vielseiwa 

metrie die einfachen nnd vollständigen Vier-, erhellt besonders aus folgendem ümstAnde: 

Fünf- und Sechs-Ecke bezw. -Seite besonders Wenn für irgend eine dieser Figuren eine aiu 

wichtig und häufig vorkommen, so ist in Fig. 42 ^^^ geometrischen Beziehungen berahend« 

das vollständige Fünfeck, in Figur 48 Eigenschaft nachgewiesen ist, so gilt dite« 

das vollständige Ftinfseit und in den Nachweis erstens in der dualistischen Teber- 

Figuren 44 und 45 die darin jeweils enthaltenen tragung , zweitens aber — wenn die Eigen- 

einfachen Fünfecke und Fünfseite darge- achaft einem einfachen Vieleck zukam, auch 

stellt Man hat also an Figur 42 (nach der in ^^ ^^^ andern einfachen Vielecke, welche in 

Figur 38 und 39 gebrauchten Bezeichnnngs- d«™ von den gleichen Grundolementen gebil- 

weise) : 5 Ecken, 10 Seiten, 16 Nebenecken; an deten vollständigen Vieleck enthalten sind; ak- 

Figur 43: 5 Seiten, 10 Ecken, 15 Nebenseiten; ^^im Viereck noch 2 mal, beim Fünfeck noch 

(und beide Figuren völlig gleichwertig, obwohl ^ ™al, beim Sechseck sogar noch 59 mal (ver- 

dem Auge Figur 43 viel reichhaltiger erscheint gleiche Figur 91 und 92) — bezw. mit daa- 

als Figur 42; denn die Punkte in Figur 42 listischer Uebertragung w^eiter nochmals 3, 12 

fallen viel wenip;er ins Auge als die Geraden ^ ^^^' 
in Figur 43) in Figur 44 die 12 einfachen 
Fünfecke eines vollständigen Fünfecks wie in 
Figur 42, und in Figur 45 die 12 einfachen 
Fünfseite eines vollständigen Fünfseits wie in 

Figur 43. 

Frage 54. In welcher Weise wird 
der Grundsatz der Dualität in den künf- 
tigen Untersuchungen auftreten? Antwort. Der Grundsatz der Dua- 
lität kann in den kfinftigen Unter- 

Erkl. 189, Ein Beispiel für die erste Art suchungen in zweifacher Weise auf- 

der nebenstehenden FäUe ist die vorige Unter- treten : Entweder kann man eine Unter- 

suchung der einfaclien und voUsttodte^^ suchung von vornherein in doppelter 

ecke und Vielseite. Em Beispiel für die zweite ,tt • j i. aiv • j Ai,. 
Art wird sich ergeben in der im IL Teü der pro- Weise durchffihren, indem man die 
jektivischen Geometrie enthaltenen Untersuchung auf Punkte und die auf gerade Linien 
der harmonischen Gebilde. ~ Zu den beiden aufgebaute Betrachtung nebeneinander 
nebenstehenden Arten des Auftretens dualisti- ^^^^^ g^ gewinnt man auch neben- 
scher Behandlungs weise wird sich später noch . , • «»x i i. -^««« 
als dritte zugesellen diejenige Stelle der pro- einander zwei Sätze, welche genau 
jektivischen Geometrie, an welcher die eigent- dualistisch entstanden sind. — Oder 

liehe Beweisführung für die Notwendigkeit der man kann eine Untersuchung nur in 

DualimeiBchemt Dortis^^ einfacher Weise durchführen - em- 

nur einseitig gebildeter Sätze oftmals schon so , «, , r t^ ij.^ ^Anr 

gestaltet, dasi die dualistische Uebertragung weder aufbauend nur auf Punkte oder 

nur als UmsteUung derselben Worte, sonst aber nur auf Gerade — und dann nachträgUCii 

von identischem Inhalt sich ergibt. erst das erhaltene Ergebnis übertragen 

auf die dualistische Form des Satzes. 
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Aufgaben-Sammlung. 

I. Aufgaben über die Beziehungen zwischen der alten und der neuenn Geometrie. 

(Za Abschnitt 1.) 

Aufgabe 1. Man soll Stellen aus der 
alten Geometrie namhaft machen, bei welchen 
die Einbeziehung von algebraischen Ope- 
rationen notwendiger Weise geschehen musste. ^^„ ,, ,^ 

Auildsang. Als em Musterbeispiel solcher 

V 1.1 «AA ™ • X ■ j V j *t Stellen der sJteu Geometrie, bei welchen die 

lysis - ein nicht selten auftretender FaU, dass ^^ ^^^^^ Embeziehung algebraischer Ope- 

ittr irgend eine Grösse oder Funktion der Wert rationen möglich wird, kann die Lehre vom 

selber gar nicht in allgemeiner Form fest- regelmässigen Zehneck gelten. Die 

gesetzt werden kann, sondern dass die Grösse geeraetrische Behandlung ergibt nicht den 

oder Funktion überhaupt nur definiert wird Grössenwert der Zehneckseite selber, sondern 

durch eine bestimmte Gleichung, der sie ge- liefert für dieselbe nur die Beziehung des 

nügen muss. Sowie nämlich die Definitions- goldenen Schnittes. Und daraus muss ver- 

fÄlÄrbl^'^r^^^^^^ fielst einer quadratischen Gleichung erst 

schUesslich oder zu den einfachsten transcen- der Grössenwert berechnet werden, 

deuten Gleichungen oder Differentialgleichun- Aehnliche Beispiele liefert überhaupt die 

gen) , kann eine nähere Definition als durch Lehre der regulären Vielecke, auch die An- 

diese Gleichung nicht angestellt werden. Wendung der Proportionen in der ganzen 

Aehnlichkeitslehre, sowie das gesamte Ge- 

Erkl. 191. Ein besonders deutliches Bei- biet der Trigpnometrie. Ferner in der 

spiel von Anwendung höherer und höchster Stereometrie die Berechnung von Ober- 

Analjflis zur Ermöglichung einer elementaren flachen und Baunünhalten von Körpern, so- 

Konstroktion bildet die Konstruktion des regu- ^le die Lehre von den regulären Polyedern, 

lären Siebzehnecks (vergL Kleyer-Sachs, Ebene j^ ^ ^ ^^ ^^^ weitgehender 

Elementar-Geometne, VIII. Teil). t, , , «.oou x.»««« ü. "^*»«^^""Y 

* ^ Gebrauch gemacht von Proportionen, Wurzel- 

rechnung, Gleichungen, Fnnktionsrechnung. 



Aufigabe 3. Weitere Beispiele gleich- 
artiger Natur aufzusuchen. 



Aufgabe 3. Wo kommen sogar beson- 
dere algebraische Einzelheiten in der alten 

Geometrie zur Anwendung? Auflösung, Umwandlung der Summe 

zweier Quadratwurzeln in eine Quadrat- 

n VI taa T>^- iK A vx u • *. Wurzel und umgekehrt erscheint bei den 

Erkl. 192. Beim reg ulären Achteck ist: yielecksseiten (z B. Achteck); imaginäre 

Sf^ = 2rVB — 2]/^ =2r(v'2 — l), Wurzelwerte bei den Potenzlinien; Ket- 

beim Ftlnfzehneck ist: tenbrtiche bei der Proportionalität der 

^ . — _ Strecken, ebenda die Irrationalität neben 

«15 = -j- \ »^10 + 21/5 — V 15-f- \/3; der Inkommensurabilität; transcendente Irra- 

. ., tionalität bei der sog. Ludolf 'sehen Zahl n; 

=^ -^ y 7— i/ö"-* Vao — öv^öT diophantische Gleichungen bei den Po- 

lyedem; transcendente Gleichungen bei 

(vergl. Kleyer-Sachs, Ebene Elementar - Geo- ^er Funktionsrechnung in Goniometrie und 

metne, Vin,2). Zwei ganz auseinander oder Trigonometrie, 

ganz meinander kegende Kreise mit Radien ^i, ^ 
r^ und Centrale c haben ihre (imaginären) 
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Schnittpunkte auf der Potenzgeraden im 
(imaginären) Abstand: 

± -g^ V(.c + r^+r^) (c + r^ - r,) {c^r,+r^ (— c + r, + ?•,) 

beiderseits der Centralen (vergl. Eleyer-Sachs, 
Ebene Elementar-Geometrie, VIII,5); denn der 

Radikand dieser Wurssel wird negativ, wenn ent- ErkL 198. Da Flächen, Ecken und Kanten 
weder c'^ry'\- r» oder c < r, — r, ist. — Um der Polyeder nur in ganzzahiiger AiiiaJil vor- 
ein gemeinsames Slass zweier Grössen zu finden, banden sein können, so können GleichmigeiL 
misst man die grössere mit der kleineren, die unter solchen Zahlen (z.B. der Eulersdie Satz) 
kleinere mit dem Rest, jeden ersten Rest mit stets als diophantische Gleichungen behandelt 
dem folgenden u. s. w. und erhält als Wert des werden. Gleichungen unter den trigonome* 
Verhältnisses bei den kommensurablen Grössen trischen Funktionen, oder Aulgaben, vrelebe 
einen endlichen, bei inkommensurablen Grössen durch Funktionen zu lösen sind, liefern tran- 
einen unendlichen Kettenbruch. Mit der Ein- scendente Gleichungen: so z. B. die einfache 
heit inkommensurable Strecken werden durch Frage, ftlr welchen Winkel eines rechtwink- 
irrationale Zahlen gemessen (vergl. Kleyer- ligen Dreiecks zwei Seiten desselben ein vor- 
Sachs, Ebene Elementar-Geometrie, VI,1). geschriebenes Verhältnis haben. 



Aufgrabe 4. Aehnliche Beispiele aufzu- 
suchen. 



/' 



Figur 46. ,.>'-p 




Aufgabe 6. Man soll Stellen aus der 
alten Geometrie namhaft machen, an welchen 

die EiDbeziehung von Massefgenschaften Auflösung. Ein hervorragendes Beispiel 
völlig vermieden ist. ^^^ ^^^ Planimetrie, wo Ergebnisse ohne 

Erkl. 194, Wählt man in Figur 46 be- Massbeziehungen gefunden werden , ist die 
liebig einen der vier Punkte P, zieht AF, in Figur 46 dargestellte EoDfigoration am 
BP, CP und verbindet deren Schnittpunkte Dreieck ABC, wo je durch einen Punkt 
auf den Gegenseiten miteinander, so entstehen geben die Geraden: 

drei neue Schnittimnkte auf den Seiten, die j« m? nw in nv rr 

auf einer Geraden liegen, und deren Ecktrans- ^^«' ^^ ^/j "" "^/T^' ^Z'' Wji 
versalen wieder die drei andern Punkte P er- -^^i» **-^oi CF^ — -4Z>„ BE^, CFf^\ 
zeugen. — Wählt man umgekehrt in Figur 46 und je auf einer Geraden liegen die 
eine der vier Geraden DBF, und zeichnet die Punkte: 

Ecktransversalen ihrer Schnittpunkte und die in n f v n v ip n v jp n r 

Schnittpunkte dieser Geraden, so entstehen drei Ao ^o -«^ i » -««o ^i ^ o » -^i -^o ^ • . J^i ^i f v 

neue Transversalen durch die Ecken, die durch Der Beweis, dass diese acht Gruppieron- 
einen Punkt gehen, und deren Seitenschnitt- gen von Punkten und Geraden stattfinden. 
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punkte anf den drei andern Geraden DBF 
liegen. (Man vergleiche Eleyer-Sachs , Ebene 
£lementar-Geometrie , VIT. Teil , Antwort auf 
Frage 59, und die beiden Lehrsätze in Auf- 
lösung der An%abe 252 des VI. Teiles der 
Ebenen Elementar-Geometrie für das Viereck 
der Geraden DBF in Figur 46.) 

Erkl« 196. Die Auffassung harmonischer 
Elemente in rein geometrischer Beziehung wurde 
ausgesprochen durch die Sfttze 20 und 21 im 
VI. Teile der Ebenen Eiementar-Geometrie von 
Kleyer-Sachs. — Die Auffassung ähnlieher Fi- 
guren in reiner perspektivischer Lagebeziehnng 
gründet sich auf die Antworten der Fragen 41 
und folgender im VII. Teile der Ebenen Ele> 
mentar-Geometrie von Elej^er- Sachs. Darnach 
entstehen ähnliche Figuren ohne Grundlegung 
von MasseigenschafteUf wenn man in einer be- 
liebigen Ursprungsflgur alle Ecken mit einem 
Punkt verbindet, und unter Wahl eines belie- 
bigen Ausgangspunktes auf einem der Pro- 
jektionsstramen zu allen aufeinander folgenden 
Seiten Parallelen zieht. Der Satz von Monge 
in seinen verschiedenen Einzelfällen besagt, 
dass für drei ähnliche Figuren, die paarweise 
perspektivisch liegen, die Aehnlichkeits- 
punkte auf einer Geraden liegen, und 
zwar für allgemeine Figuren einmal, für cen- 
trisch symmetrische Figuren (besonders also 
Kreise) aber auch Parallelogramme, wie in 
Figur 47, viermal zu je dreien auf einer Ge- 
raden. 



wenn eine einzige dersdben am Dreieck 
ABC beliebig gewählt wird, wurde ge- 
fuhrt im VII. Teile der Ebenen Eiementar- 
Geometrie auf Grund der Sätze von Mene- 
laos und Ceva , und auch im VI. Teile der 
Ebenen Eiementar-Geometrie von Kleyer- 
Sachs auf Grund der harmonischen Eigen- 
schaften des Vierecks und Vierseits. 

Wenn man die harmonischen Eigenschaften 
ohne Rücksicht ihrer Massbeziehungen als 
rein geometrische Beziehung auffasst, so 
bildet auch die ganze Lehre von den har- 
monischen Eigenschaften des Vierecks und 
vierseits im VI. Teile der Ebenen Eiementar- 
Geometrie von Kleyer-Sachs ein hierher- 
gehöriges Beispiel. 

Betrachtet man ebenso die Eigenschaft 
ähnlicher Figuren in perspektivischer Lage 
vom rein geometrischen Standpunkte, so 
bildet auch der Satz von Monge ein beson- 
ders auffallendes Beispiel. 



Erkl. 196. In dem Lehrbuch der Ebenen 
Eiementar-Geometrie von Kleyer-Sachs ist bei 
solchen Stellen, welche Anknüpfungen an die 
neuere Geometrie zulassen, jeweils darauf auf- 
merksam gemacht, und auf das vorliegende 
Lehrbuch verwiesen. 



Figur 47. 
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Aufgabe 6. Mao bilde analoge Beispiele. 



Angabe 7. Welche Untersachnngen der 
alten Geometrie liegen zwar nicht ganz im 
Rahmen der neueren, aber doch so auf dem 
Grenzgebiete, dass die Massbeziehungen we- 
nigstens nur teilweise oder nur unwesentlich 
in Betracht kommen? 

Figur 48^ 




Erkl. 197. Der nebenstehende Satz über 
die Vierecksdiagonalen wurde bewiesen in Auf- 
gabe 249 des VI. Teiles der Ebenen Elementar- 
Geometrie von Kleyer-Sachs und stützte sich 
auf die beiden Sätze: 

In jedem vollstftn- In jedem vollstän- 
digen Viereck gc^en digen Vierseit liegen 
durch einen Punkt die auf einer Geraden die 
Verbindungsgerad^ Mittelpunkte je zweier 
der Mittelpunkte je Diagonalen, 
zweier Gegenseiten. 

Der erste wurde bewiesen in Angabe 260 
des III. Teiles, der letztere in Antwort der 
Frage 59 des VI. Teiles der Ebenen Elementar- 
Geometrie von Kleyer-Sachs. 

Erkl. 198« Als fünften merkwürdigen Punkt 
des Dreiecks (neben HOhenpunkt, Schwerpunkt, 
rmkreismittelpunkt, Inkreismittelpunkt) be- 
zeichnet man wohl den s^emeinsamen Schnitt- 
punkt der Ecktransversalen nach den Berüh- 
rungspunkten des Inkreises (Kleyer-Sacfas, 
Ebene Elementar-Geometrie, VII. Teil, Antwort 
auf Frage 68). Die Sätze von Pascal und 
Brianchon am Kreis findet man als Abschnitt 6 c 
des VIII. Teiles der Ebenen Elementar-Geometrie 
von Kleyer-Sachs und dieselben Sätze am all- 
gemeinen Kegelschnitt wieder als besonderen Ab- 
schnitt im fönenden IL Teile dieses Lehrbuches. 
Die Konstruktion einer Tangente an einen 



AufiSsong. Untersuchungen der yer- 
langten Art liegen vor in den Sätzea über 
die Diagonalen des Vierecks: „Orappiert 
man die sechs Seiten eliiea voUatSadigen 
Vierecks zu den drei daraus möglichen Vier- 
seiten, so liegen die MHtelpunkte von je drei 
Diagonalstrecken auf je einer Geraden , und 
diese drei Geraden gehen durch einen Punkt 
(Figur 48)." 

Ebenso gehören dahin z. B. die Sätze von 
der Simson^schen Geraden (Kleyer*Sacbs, 
Ebene Elementar-Geometrie, IV. Teü, Auf- 
gabe 94 und VII. Teil, Antwort waf die 
Fragen 69 und 70), die Sätze von Henelaos 
und Ceva samt ihren verwandten Unter- 
suchungen und Anwendungen. 

Von grösster Wichtigkeit aber erscheinen 
hier die vielfachen Untersuchungen am Kreise, 
bei welchen die Mittelpunktseigenachaften 
des Kreises ausser Betracht bletben. Solche 
sind der Sekanten* bezw. Sehnensats; der 
fünfte merkwürdige Punkt des Dreiecks, die 
Sätze von Pascal und Brianchon, sodann die 
Lehre von Pol und Polare, besonders die 
lineare Tangentenkonstrnktion am Kreisa 
(Siehe Figur 49.) 

Dazu kommen die vielen analogen Bei- 
spiele aus der Stereometrie. 



Figur 49. 
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Kreis ans gegebenem Punkte P mit Benützung Erkl. 199. Für alle derartigen Lehr- 
des Lineals allein (siehe Figur 49 und Au^ sätze und Beziehungen will nun die 
gäbe 148 des YIIL Teiles der Ebenen Elementar- neuere Geometrie auch Beweise auf- 
Geometrie von Klejer-Sachs) kehrt ebenfalls stellen, welche von den Masseigen- 
in gleicher Form bei der Kegelsclinittlebre Schäften der Figuren keinen Gebrauch 
wieder. machen (yergl. Erkl. 14.) 



Aufgabe 8. Es sollen weitere Fälle auf- 
g'eführt werden. 



Au^be 9. Man soll den Inhalt der 

Antwort auf B^e 9 weiter ausführen. Auflörong. Da jeder Gebrauch des Zir- 
kels eine Anwendung des E[rei8es, also einer 

Erkl. SOG. Die nebenstehende Gegenüber- Kurve zweiten Grades bedeutet, während der 
Stellung wird noch deutlicher durch den Ver- Gebranch des Lineals nur Anwendung der 
gleich mit algebraischen Aufgaben. Man würde Geraden, also eüier Linie ersten Grades be- 
es gewiss, wenn nicht für fehlerhaft, so doch deutet, so kann man sagen, dass die neuere 
als überflüssigen Aufwand von Hilfsmittehi be- Geometrie eine Art Zurückschiebung der 
frÄ S^Z^^Tl^::: i^X'^S a^h Konstruküonenerggt, nämlich vom zweiten 
durch lineare Gleichung bewältigt werden kann. Grade zum ersten Grade, und was in der 
Und ebenso liegt der Fall bei Anwendung des ^^^ Gcometne als Ausnahme vorkommt, 
Zirkels, wo das Lineal genügt. — Eine weitere dass nämlich manche Aufgaben mit Lineal 
Analogie besteht darin, dass meist die quadrati- allein gelöst werden, das wird in der pre- 
sche Gleichung zwei Lösungen (der Zirkel zwei jektivischen Geometrie zum Grundsatz er- 
Schnittpunkte) liefert, und von diesen stets noch hoben, 
diejenige eine brauchbare ausgesucht werden 
muss, welche im vorliegenden Falle als einzige 
Lösung durch lineare Gleichung (bezw. als ein- 
ziger Schnittpunkt der Geraden) geliefert wird. 



Angabe 10. In was für Einzelfällen 
liefert a) die Planimetrie, b) die Algebra 
Beispiele dafür, dass Aufgaben sowohl durch 
Methoden zweiten als ersten Grades gelöst 
werden konnten? 



2) Aufgaben über die Elemente und Grundgebilde der projektivischen ßeenetrie. 

(Zu Abschnitt 2.) 

Aufgabe IL Man soll die Definitionen 
von Gerade und Ebene hinsichtlich 

ihrer Anwendbarkeit unterscheiden. Auflösung. Li einer geometrischen ünter- 

snchungsmethode, welche von Masseigen- 
ErU. 201* Man definiert allgemein : Schäften und Bewegung Gebrauch macht, 
eine Linie als durchlaufenen Weg eines be- können Definitionen zur Anwendung gelangen, 
wegten Punktes, welche Masseigenschaften und Bewegung 
eine Flache als überstrichenen Raum einer enthalten. Soll aber die Geometrie von bei- 
bewegten Linie, den Dingen frei bleiben, so werden auch nur 
einen Körper als durchlaufenen Raum einer Definitionen zu verwenden sein, welche beides 
bewegten Fläche: vermeiden. Die projektivische Geometrie be- 
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oder in anderer Art: trachtet den Raum an sich als unbewegriich: 

eine Linie als Begrenzung einer Fläche, wenn also auch mitunter die Ansdruckswelae 

eine Fläche als Begrenzung eines Kör- des Drehens oder Verschiebens gehraacht 

P^^s. wird, so muss doch festgehalten werden, 

Erkl. 202. Für gerade Linie und ebene S«.^S "^'^ Vorstellungsänderungen gc. 

Fläche hat man wieder die verschiedenen De- ™«'^* «ind, indem man die Vorstellung von 

finitionen. Nimmt man die Mass eigen- ®™®^ Kaumelement zum andern übergehen 

Schäften des Minimums, so definiert man lässt (Thomae). 
die Gerade als Linie kürzester Länge Als definierende Eigenschaften benutzt 

zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte, daher die projektivische Geometrie 
die Ebene als Fläche kleinsten Inhalts • . ^ /^ 3 a 

zwischen drei beliebigen ihrer Punkte. "^i der Geraden, dass sie mit emer 

(Das fällt zusammen mit dem Axiom , dass zweiten vollständig identisch sein mnsa, wenn 

jede krumme Linie länger als die Gerade, jede sie durch gleiche zwei Punkte geht, — 
krumme Fläche inhaltsgrösser als die Ebene). ^^j ^^^ ^bene, dass sie mit einer zweiten 

sodefiTert'^man^^"''''"'^'' ^'''"^^'' voDständIg identisch sein muss, wemi sie 

die Gerake als derartige Linie, ^T^ «^^^^^^Z^« ^''vi^°^V^$' ^Tf^ 
die Ebene als derartige Fläche, ^?^«° zw^i verschiedene Gerade höchsteos 
dass ein beliebiges Stück derfelben - heraus- ^!.\^^ ^°.^*' F^^^^ verschiedene Ebenen 
genommen und nach beliebiger Drehung oder höchstens eine Gerade gemeinsam. 
Umwendung ohne Gestaltsänderung an belie- Und alle Einzelfälle, wo wirkliche Be- 
biger anderer Stelle mit 2 (bezw. 8) Punkten wegungen ausgeführt werden, gehören in das 
aufgelegt — wieder vollkommen zur Deckung Bereich der metrischen Behandlungsweise. 
gelange. 

Demselben Gedankenkreise gehören an die 
Definitionen 

der Geraden als Linie, der Ebene als Fläche, 
welche ihre Lage nicht ändern kann, 
wenn sie in zwei bezw. drei Punkten 
festgehalten wird; 

der Ebene als Fläche, welche eine beliebige 
Gerade stets vollständig enthält, wenn 
sie zWei beliebige Punkte derselben ent- 
hält. 



Aufgabe 12. Man soll aus den Angaben 
in Erkl. 201 Definitionen für Geraden und 
Ebenen ableiten. 



Aufgabe 13. Man soll auf verschiedene 
Weise die sämtlichen Elemente eines Auflösung. Die Elemente eines ebenen 
ebenen Systems durchlaufen. Systems sind seine Punkte und seine 

Strahlen. 

L Um die sämtlichen Punkte eine^ 
Erkl. 208. Die beiden ersten Erzeugungs- ebenen Systems zu durchlaufen, kann man 

arten der sämtlichen Punkte einer Ebene laufen - «, •^« * x«. * ^hä« to o 

im Grunde auf den gleichen Gedankengang L verfahren, wie m Antwort auf Frage 18,2- 

hinaus. Denkt man sich nämlich den Scheitel ^^er man kann 

des in Antwort auf Frage 18, 2 -zuerst ge- 2. die 00 1 Punkte einer beliebigen Geraden 

wählten Strahlenbüschels ins Unendliche ver- der Ebene nehmen und sodann diese Gerade 

legt, so entsteht em Parallelstrahlenbüschel ; parallel mit sich selbst über die ganze Ebene 

derselbe Voigang, wie die Vemhiebuiig des- verschiedene Lagen an, befort aUo jedesmal 
selben Strahls parallel za sich selbst, *' Punkte, also im ganzen »« versduedoie 

Pankte des ebenen Systems. Oder man vim 

Erkl. 204. Ebenso stimmt die «weite Auf- 3- «wei beUebige StraUenbfitchel wi 
lösnng fOr die Strahlen flberein mit der ersten, schneidet jeden Sttam des einen der Keuw 
Denn wird für die in Antwort auf Frage 18, 8 nach mit jedem Strahl des andetn. 
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zuerst gewählte Pnnktreihe die nnendlich ferne IL Um die sämtlichen Geraden eines 

Gerade gewählt, so bildet der durch jeden ihrer ebenen Systems zu durchlaufen, kann man 
Punkte gehende Strahlenbüschel jedesmal einen ^ _«, '-A^^iM^ ^oo 

Parallelrtrahlenbtischel, liefert also sämtliche 1. verfahren, wie in Antwort auf Frage 18,3. 

Lagen der in nebenstehender zweiten Auflösung Gder man kann 

parallel verschobenen Geraden. 2. die 00 1 Strahlen eines beliebigen Strah- 

lenbüschels nehmen und sodann jeden dieser 

Erkl. 205. In jedem Einzelfall der neben- Strahlen parallel mit sich selbst über die 

stehenden Auflösung ist leicht der noch erforder- ganze Ebene verschieben. Dabei nimmt jeder 

liehe Nachweis zu erbringen, dass auf die ge- der 00 ^ Strahlen des Büschels noch od^ ver- 

nannte Art thatsächüch jedes Element einmal schiedene Lagen an, also erhält man wieder 

(und nur einmal) an die Beihe kommt (vergl. 00 ^ verschiedene Strahlen des ebenen Systems, 

mten Erkl. 216). - Da durch jeden Pmikt der oder man wählt 

Ebene ein einziger Strahlenbüschel und durch ^ .vi.v -nix-t 3 
jede Gerade eine einzige Punktreihe bestimmt 3. zwei beliebige Punktreihen und ver- 
wird , so enthält das ebene System auch a>2 bindet der Reihe nach jeden Punkt der einen 
Punktreihen und oo^ Strahlenbflschel. mit jedem Punkt der andern. 



Aufjgaba 14. Dieselbe Aufgabe für den 
Strahlenbündel zu lösen. 

Auflofung. Die Elemente eines Strahlen- 
bfindels sind seine Strahlen und seine Ebenen. 

I. Um die sämtlichen Strahlen eines 
Strahlenbündels zu durchlaufen, kann man 

1. verfahren, wieinAntwortaufFrage 19,2. 

ErkL 20«, Da der Strahlenbündel im Gegen- Oder man kann 

Satz zum ebenen System keine völlig im Unend- 2. von einem beliebigen Strahlenbüschel 

liehen liegenden Elemente besitzt, so ist die im Bündel ausgehen und dessen Ebene durch 

Gleichartigkeit der ersten und zweiten Lösung Drehung um einen der Strahlen aUe mög- 

in nebenstehender Auflösung hier viel leichter ^^ j^ annehmen lassen. Dabei erhält 

erkennbar, als m voriger Aufgabe 13. Der "^"''" *^°8^" •^'^"*"^" x^oo^u. «ucx^*««*!. 

Unterschied der ersten Äid zweiten Lösungsart ^^ f^^ *" Strahlen des ersten Büschels je 

besteht hier wie dort nur in der Reihenfolge, ^ °° verschiedenen Lagen, also wieder 

in welcher die Gruppierung der Elemente vor- ** Strahlen im Bündel. Oder man wählt 

genommen wird. Dass aber in der vorigen Auf- 3. zwei beliebige Ebenenbüschel des Bün- 

gabe die Verlegung ins Unendüche hinzu- jels und schneidet jede Ebene des einen der 

genommen werden konnte, machte den Unter- ^^^ ^^^^ ^j^ j^^^^ ^^^^^ ^^g ^^ 

schied beider Lösungen zu emem stärkeren, als ^^7 i> t « •« *^ « « •» «u^c^ix. 

im nebenstehenden. EndUch kann man 

4. die Strahlen des Bündels bestimmen, 
indem man den Scheitel desselben der Reihe 
nach mit sämtlichen Punkten einer beliebigen 
(den Bündelscheitel nicht enthaltenden) Ebene 

ErkL 207. Die vierte Lösungsart in neben- verbindet. Soviel Punkte diese Ebene enthält, 

stehender Auflösung stützt sich auf die vorher- soviel Strahlen enthält der Bündel, nämlich oo«. 

gehende Aufgabe 13, und umgekehrt könnte tt tt j. « -1. i. t^v 

nach gleicher Art eine vierte Auflösung zu „ i^- Um die sämtlichen Ebenen eines 

Aufgabe 13 gegeben werden auf Grund der Bündels zu durchlaufen, kann man 

Aufgabe 14 durch Beziehung der Ebene auf 1. verfahren, wie in Antwort auf Frage 19, 3. 

einen Bündel, — wenn man diesen zuerst ab- oder man kann 
handeln wollte. 

Die Elemente des ebenen Systems, auf welches 2. von einem beliebigen Ebenenbüschel im 

der Bündel in dieser vierten Lösungsweise be- Bündel ausgehen und dessen Achse durch 

zogen wird, müssten natürlich wieder in einer Drehung um den Scheitel in einer der Ebenen 

bestimmten Reihenfolge durchlaufen werden : alle möglichen Lagen annehmen lassen. Da- 

Und die beiden ersten Lösungen der Aufgabe 14 bei erhält man die »1 Ebenen des ersten 

entsprechen in dieser Hinsicht wieder genau den Büschels je in odi verschiedenen Lagen, also 

S'^S.ÄÄTJrglÄifi^Sn wieder 00. Ebenen im Bündel. Oderman wählt 

Stadien nach Aufgabe 13, so erhält man die 3. zwei beliebige Strahlenbüschel des Bün- 

beiden ersten Lösungsweisen der Aufgabe 14. dels.und legt durch jeden Strahl des einen 

Sachs, Projektivische (neuere) Geometrie. I. Teil. 7 
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Erkl. 208« Auch hier gilt die erste Bemer- 
kung der ErkL 206. — Da durch jede Ebene 
des Bündels ein einziger Strahlenbüschel (mit 
Scheitel im Bündelscheitel) und durch jeden 
Strahl des Bündels ein einziger Ebenenbüschel 
bestimmt ist, so enthält auch der Bündel oo^ 
Strahlenbüschel und co^ Ebenenbüschel. 



der Reihe nach Ebenen durch jeden Strahl 
des andern. Endlich kann man 

4. die Ebenen des Bündels bestimmen, 
indem man durch seinen Scheitel der Reihe 
nach Ebenen legt durch sämtliche Geraden 
einer beliebigen (den Bündelscheitel nicht 
enthaltenden) Ebene. Soviel Gerade diese 
Ebene enthält, soviel Ebenen enthält der 
Bündel, nämlich oo^. 



Aufgabe 15. Wie gestalten sich die 
Lösungen der Aufgabe 13 mit (and ohne) 
Benützung der unendlich fernen Elemente? 



Aufgabe 16. Man beachte die Unter- 
schiede der Angaben in Erkl. 205 und Erkl. 208. 



Aufgabe 17. Man behandle einen Parallel- 
strahlenbfischel oder Parallelebenenbüschel in 
Bezug auf die Trennung seiner Elemente. 

Figur 60. 




,Parallelstrahlenbüschel.'' 
Figur 51. 
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„Parallelebenenbüschel. ^ 

ErkL 209. Die Durchlaufang der Strahlen 
eines Strahlenbüschels, dessen Scheitel im End- 
lichen liegt, geschieht durch Drehung um dessen 



Auflösung. I. Will man vom Strahl c 
des Parallelstrablenbuschels (Figur 50) zun 
Strahl b gelangen, so kann man entweder 
nach der einen Seite verschieben über den 
Strahl c hin zu b. Oder man kann nach 
der andern Seite hin den Strahl a zunftchst 
ins Unendliche verschieben; dadurch kommt 
man zur gleichen unendlich fernen Geraden, 
als durch Verschiebang nach der andern Seite 
über Cf b^ d ins Unendliche; man kann also 
dann von dieser andern Seite herein wieder 
über d nach b gelangen. Sollen also zwei 
Strahlen a und b vollständig von einander 
getrennt werden, so mnss auch beim f^arallei- 
Strahlenbüschel zwischen den beiden und 
ausserhalb der beiden ein Strahl zur Be- 
grenzung der Bewegangsfreiheit angegeben 
werden. 

Der Gegensatz von zwei Halbstrahlen flllt 
beim Parallelstrahlenbnschel weg, denn man 
gelangt zum gleichen Scheitelpunkt, ob man 
auf jedem der Strahlen in der einen oder 
andern Richtung ins Unendliche fortschreitet 

IL Ebenso sind beim Parallelebenenbüschel 
(Figur 51) die £benen a und /3 getrennt: inn^ 
durch 7, aussen durch d, denn man könnte 
ohne die Begrenzung durch ö von a nach ß 
gelangen, indem man die Ebene a ins unend- 
liche verschieben und so von der andern 
Seite herein nach ß kommen lassen wurde. 



1 
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Scheitel; liQ^ der Scheitel im Unendlichen, so 
stellt sich diese Drehung um den Scheitel als 

ParallelTerschiebung der Geraden dar aus einer £rkl. 210 a« Es bildet für den Anfänger 

Lage in die andere ; denn da sie bei der Drehung eine äusserst nützliche und empfehlenswerte 

immer durch denselben unendlich fernen Punkt Uebung der räumlichen Vorstellungskraft, solche 

g-eht, so muss sie stets parallele Richtung Aufgaben, wie 13 u. ff. bis 30 recht griOndlich 

behalten. durdizuarbeiten und sich an greifbaren Beispielen 

(Lineal oder Bleistift für Gerade; Buch, Tisch 

Erkl« 210. Ebenso werden die Ebenen eines oder Zimmerwand für Ebene) vorzustellen. 

EbenenbüBchels gewöhnlicher Art durchlaufen Umgekehrt wird es für denjenigen, dem eine 

durch Drehung der Ebene um die Achse. Liegt leichte Auffassungskraft für räumliche Be- 

aber, wie beim Parallelebenenbüschel, die Achse Ziehungen zu Gebote steht, möglich sein, sich 

im Unendlichen, so stellt sich die Drehung um bei diesen Aufgaben gar nicht lange aufzu- 

diese unendlich ferne Gerade als Parallelyer- halten, und deren Lösung selbst anzugeben 

Schiebung der Ebene dar aus einer Lage in die ohne vorherige Einsichtnahme vom gedruckten 

andere; und da hierbei die Ebene stets durch Texte, 
dieselbe unendlich ferne Gerade geht, so muss 
sie stets die parallele Stellung behalten. 



Aufgabe 18. Van soll die Aufgabe 14 
für einen Parallelstrahlenbändel lösen. ^^g,^^. Liegt der Scheitel des Bflndels 

unendlich fem, so kann man die Lösungen 

Erkl.211. Der Scheitel eines ParaUelstrahlen- ^^^ ^^^8^*^^ 1* ^ ^^Iß^^^d« ^^»^^^ ^^8^^- 
bündeis ist ein unendlich ferner Punkt und kann L Um alle Strahlen zu durchlaufen, 

daher nur durch eine Gerade mit Pfeil angegeben ^^i^it man 

werden. Alle dem Parallelstrahlenbündelangehö- . . • ,. , . -nv i.m v 1 

renden Strahlen müssen miteinander parallel 1- ^^^^ beliebigen Ebenenbüschel mit 

sein, weil sie alle durch diesen gemeinsamen un- Achse durch den Bündelscheitel und faast 

endlich fernen Punkt gehen, daher sind sämtliche in jeder seiner Ebenen die Parallelstrahlen 

Strahlenbüschel, welche dem Parallelstrahlen- zur Achse zusammen. Oder man wälüt 
bttndel angehören auch ParaUelsti^hlenbüsche^^^^ 2. eine beUebige Ebene des Bündels mit 

Dagegen müssen die dem Parallelstrahlenbündel ,, ., ^^^ T>o««n^i-*««ivi^« «««i, a^^ Tt»^A^^ 

angehörenden Ebenen durchaus nicht alle par- ^^ \^/f ^*r?^!^^ir^^, °*^^ ^TtS^^®^' 

allel sein ; denn Ebenen sind nur parallel, wenn «cheitel und lässt diese Ebene durch Drehung 

sie durch dieselbe unendlich ferne Gerade um einen dieser Strahlen (oder auch durch 

gehen, nicht schon wie hier, wenn sie durch Parallelverschiebung) alle möglichen Lagen 

denselben unendlich fernen Punkt gehen. Da- annehmen. Oder man wählt 
her gehören dem Parallelstrahlenbündel nicht 3^ ^wei beliebige dem Bündel angehörige 

bloss Parallelebenenbüschel an, sondern auch t> n 1 v v« u 1 i^^u ^zl sA^ 

Ebenenbüschel gewöhnUcher Art, wenn nur deren Parallelebenenbüschel und schneidet jede 

Achse durch jenen unendlich fernen Punkt als Ebene des emen der Reihe nach durch jede 

Bttndelscheitel hindurchgeht. Es sind sogar von Ebene des andern. Oder man bezieht 
den oo2 dem Parallelstrahlenbündel angehörigen 4. den Parallelstrahlenbtindel auf eine be- 

Ebenenbüscheln nur 00 1 Parallelebenenbüschel; üebige dem Bändel nicht angehörende Ebene 

aUe andern (nnd das smd noch oo«) Ebenen- ^nd verbindet den Bändelscheitel der Reihe 

büschel des Parallelstrahlenbündels smd solche , , , «. , , .. ^i, ^ t>„^k*«« j:^„«« 

gewöhnlicher Art. Demnach ist es auch ratsam, BJJf^ ^^^<^^ Strahlen mit allen Punkten dieser 

das ganze Gebilde nur als Parallel strahlen bün- Ebene. 

del zu bezeichnen, da die Bezeichnung als Par- IL Um alle Ebenen zu durchlaufen, 

alleleb enenbündel zu Verwechslungen Anlass _my,u man 

geben könnte. ^*°*® ™"" . «',,,..,, 

1. einen behebigen Strahlenbüschel des 

Erkl. 212, Dass od« — od = od«, wäre Bündels und lege durch jeden Strahl des- 
eigentlich mit Hilfe der Infinitesimalrechnung selben als Achse einen EbenenbüscheL Oder 
zu behandeln; man kann sich aber die Rech- man wählt 
nung deutlich machen durch die Ersetzung: 2. einen beliebigen Ebenenbüschel des 

a2 — a« = o (a — 1) = a« Tl — —^ Bündels und lässt dessen Achse in einer der 

\ a/ Ebenen parallel zu sich selbst verschieben. 

Setzt man jetzt wieder o = 00, so wird: Oder man wählt 

1— 1— jl_-^— n 3- ^^®^ beliebige Parallelstrahlenbüschel 

fl - 1 - 00 - 1 - 00 una ~ _ -^- - u, ^^g Bündels und legt durch jeden Strahl des 
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a(a — 1) = 00 . 00 
a«^! — -^^ = 00« (l — 0) = 00«. 



Erkl. 218. Die LOsnng I. 2 nimmt wieder 
verschiedene Gestalt an, je nachdem man die 
Drehung der Ebene um eine Gerade vornimmt, 
weiche durch das Endliche hindurchgeht (einen 
der Parallelstrählen), oder um diejenige Gerade 
oder Ebene, welche in der unendlich fernen 
Ebene selber durch den Bündelscheitel geht. 
Drehung einer Ebene um eine im Unendlichen 
liegende Gerade ist aber gleichbedeutend mit 
Parallelverschiebung dieser Ebene. 

ErkL 214« Ebenso nimmt auch die Lo- 
sung II. 2 verschiedene Gestalt an, wenn man 
als Ebenenbüschel einen der ersten oder Eweiten 
Art in ErkL 211 wählt Nimmt man einen der 
Büschel gewohnlicher Art, so tritt in sweiter 
Reihe Parallelverschiebung seiner Achse auf 
ids Drehung derselben um den unendlich fernen 
Punkt in der beliebig ausgewählten Ebene des 
Büschels. Wählt man aber gleich einen Parallel- 
ebenenbüschel, so liegt die Achse im Unend- 
lichen, ihre Drehung um den unendlich fernen 
Bünddsoheitel vollneht sich in der unendlich 
fernen Ebene, die selbst eine Ebene des Parallel- 
ebenenbüschels ist, und dabei durchläuft der 
Parallelebenenbüschel alle Lagen der in Erkl.211 
genannten 00 iParallelebenenbüschel, welche dem 
Bündel angehören. 



einen die Ebenen der Reihe naeh durch jeden 
Strahl des andern. Oder man besieht 

4. den Parallelstrahlenbündel auf eine be- 
liebige dem Bündel nicht angehörige Ebene 
und legt durch den Bündelscheitel der Reihe 
nach Ebenen durch alle Geraden dieser Ebene. 



Erkl. 214 a» Während man von sämtiicbeD 
Ebenen eines Parallelebenenbüschela sagi, sie 
haben gleiche Stellung, gilt von sämtlichen 
Ebenen eines ParaUelstrahlenbündels, dass sie 
gleiche Richtung haben (ver^. Erkl. 55 and 
57). Es gibt demnach je ooi Ebenen gleicher 
Stellung, je ooS Ebenen gleicher Richtung. 
SämtU^e Ebenen eines gewöhnlichen 
Ebenenbüschels haben gleiche Richtung, näm- 
lich nach dem unendbch fernen Punkt ihrer 
Büschelachse; die Ebenen eines Parallel- 
ebenenbüschels aber haben auch noch gleiche 
Stellung, nämlich durch die unendlich ferne 
Achse dieses Büschels. 



Aufgabe 19. Es aollen die sämtlichen 
Punkte eines räumlichen Systems 
durchlaufen werden. 



Erkl. 215« Der Unterschied zwischen Raum 
und räumlichem System lässt sich am besten 
darstellen durch Vergleich mit dem Unterschied 
zwischen gerader oder krummer Linie und 
Punktreihe, oder Ebene und ebenem System. 
Wie die Linie der Triiger einer oder m^erer 
Punktreihen ist, so ist der Raum der Träger 
eines oder mehrerer räumlichen Systeme. Und 
wie der Begriff Punktreihe die Gesamtheit der 
auf der Linie enthaltenen Punkte umfasst, so 
umfasst der Begriff räumliches System die Ge- 
samtheit der in dem Räume als Träger enthal- 
tenen Elemente. Während aber die Linie bloss 
als Träger von Punkten auftritt, so tritt die 
Ebene als Träger von Punkten und Geraden, 
der Raum als Träger von dreierlei verschiede- 
nen Elementen auf: Punkten, Ebenen, Strahlen. 



Auflösung. Um die sämtlichen Punkte 
im räumlichen System zu durchlaufen, kann 
man 

1. verfahren, wie inAntwortaufFrage 20, 2. 
Oder man wählt 

2. eine beliebige Ebene und lässt dieselbe 
sich um eine in ihr enthaltene Gerade als 
Achse drehen: dabei nimmt die Ebene »^ 
verschiedene Lagen an und enthält in jeder 
Lage »2 Punkte, liefert also oo^ Punkte des 
räumlichen Systems. Oder man lässt 

3. dieselbe beliebig gewählte Ebene sieb 
(etwa längs einer nicht in ihr enthaltenen 
Geraden) parallel verschieben. Wieder nimmt 
sie dabei odI verschiedene Lagen an, nnd 
enthält jedesmal oo^ verschiedene Punkte. 
Oder man lässt 

4. die sämtlichen Strahlen eines beliebigen 
Strahlenbündels der Reihe nach zum Schnitt 
kommen mit sämtlichen Ebenen eines Ebenen- 
büschels. Jeder der oo« Strahlen liefert Schnitt- 
punkte mit 00 1 Ebenen, zusammen »' Pnnkte. 
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Aufgabe 20. Dieselbe Aufgabe unter 
Berücksichtigung unendlicli femer Gebilde- 
TrSger su lösen. 



Aufigabe 21. Man soll sämtliche Ebenen 
eines räumlichen Systems durchlaufen. Auflösung. Um sämtliche Ebenen eines 

räumlichen Systems zu durchlaufen, kann man 

Erkl. 216. Das Hauptaugenmerk bei einer 1. verfahren, wie in Antwort aufFrage 20, 3. 
derartigen Durchlaufnng aller Elemente eines Oder man kann 
gegebenen Gebildes ist darauf «u richten, dass ^ sämtücheEbeneneinesbeüebigenEbenen- 

^üi^®"*®iff"u?* T ^«^ ^^cWauftmg aus- ^tindels zusammenfassen und jede derselben 
geschlossen bleibt, und ^ ^^ parallelen Lagen verschieben. Oder 

2. auch keine Elemente mehrfach gezählt qh^q ||^g( 
werden (vergl. Erkl. 205). ^ , «,..,,. «, , .. , , 

Zur Prüfung der Richtigkeit wählt man ateo ,. 3- ^^n Scheitel Jeses Ebenenbimdels sämt- 
am besten irgend ein beliebiges Element aus T^^ rnnkte einer Geraden durchlaufen. End- 
und überzeugt sich, dass dasselbe ^®^ kKim man 

1. durch die angegebene Erzeugungsweise 4. durch sämtliche Geraden eines beliebigen 
mitentstehen muss, und dass es ebenen Systems der Reihe nach Ebenen legen 

2. nur auf eine einzige Erzeugungsart nach durch die Punkte einer beliebigen Punktr^e. 
dieser Vorschrift entstehen kann. Durch jeden der ooi Punkte der letzteren 

gehen dann »^ Ebenen, also zusammen wieder 
»^ Ebenen. 



Aufgabe 22. Dieselbe Aufgabe unter Be- 
nätzung unendlich femer Träger der Gebilde 
zu lösen. 



Aufgabe 23. Sämtliche Strahlen eines 

räumlichen Systems zu durchlaufen. Auflösung, um aUe Strahlen eines 

räumlichen Systems zu durchlaufen, kann 

Erkl. 217. Bei den vorigen Angaben 19 bis 22 ™^' ^® ^ Antwort auf Frage 20, 4 ge- 

werden jeweils die Elemente eines eindimensio- BChehen, 

nalen Gebildes mit denen eines zweidlmensio- 1. durch jeden Punkt eines ebenra Sy- 

iialen Gebildes zusammengefasst, und so drei- gtems einen Strahlenbündel legen, oder 
fach unendlich viele Elemente gewonnen. Bei « . ■ j t^^v . ttiv v« j i 

der vorliegenden Auflösung dagegen werden ,. 2. in jeder Ebene emes Ebenenbündels 

zwei Gebilde zusammengenommen, welche beide ^^^ otrahlen zusammenfassen. Oder man kann 
zweifach unendlich viele Elemente enthalten, und 3. zwei beliebige (z. B. zwei parallele) 

dadurch vierfach unendlich viele Strahlen ge- Ebenen wählen und jeden Punkt der einen 

fanden. Würde man die W^l eines der zwei- „jt jedem der andern verbinden, oder 
fach dimensionalen Gebilde (oder beider) auf- 

lösen in die Aufeinanderfolge zweier eindimMi- 4. zwei beliebige Ebenenbändel wählen 

sionalen, so würden wieder andere Erzeugungs- iind jede Ebene des einen mit jeder des 

weisen entstehen. andern zum Schnitt bringen. 

Aufgabe 24. Dieselbe Aufgabe unter 
Benützung unendlich femer Träger umzu- 
gestalten. 



Aufgabe 25. Mari soll eine oder mehrere 
der Lösungen der Aufgaben 19 bis 24 auf 
Grund der Angaben in Erkl. 216 auf ihre 
Richtigkeit prüfeu 
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Aufgabe 26. Warum können nach Art 
der Aufgabe 23 nicht vierfach unendlich viele 
Ebenen entstehen? 



Erkl. 218. Nebenstehende Auflösung bildet 
eine praktische Anwendung der in Erkl. 216 
angegebenen Grundsätze. Man kann auf solche 
Art die verschiedenen Enseugungsweisen für die 
Elemente eines Gebildes aufstellen. Zu den 
vorhergehenden Angaben wurden nur Lösungen 
gegeben, in denen keinerlei Reduktion nötig 
wurde. Unter Zulassung derartiger Ueber- 
schreitungen müssen aber immer nachträgliche 
Kürzungen eintreten. 



Erkl. 219. In vorliegender Angabe werden 
Kürzungen dadurch erzeugt, dass jedes der ge- 
zählten Elemente auf od i Arten entstehen konnte. 
Das kann aber auch noch weiter gehen. Zählt 
man z. B. die Strahlen des Raumes derart ab, 
dass man jeden der oo^ Punkte mit jedem 
andern verbindet, so zählt man od« Geraden. 
Dabei ist aber jede einzelne auf od2 Arten ge- 
zählt, nämlich von jedem ihrer ooi Punkte 
nach jedem derselben. Folglich fallen je od^ 
in eine einzige zusammen, bleiben od«. 



Auflösung. Würde man 

1. durch jeden der od^ Punkte einer Ebene 
einen Ebenenbündel mit je oa^ Ebenen legen. 
80 entstehen docE nicht cd\ sondern nur ^^ 
verschiedene Ebenen. Denn jede der schein- 
bar 00^ Ebenen der vorigen Erzeugung* ent- 
steht auf odi verschiedene Weisen, nämlich 
je einmal in jedem der odi Punkte ihrer 
Schnittgeraden mit der erstgewählten Onmd- 
ebene. Demnach fallen von den cß* Ebene^i 
je odI in eine einzige zusammen, bleiben «' 
verschiedene Ebenen. 

Würde man ebenso z. B. 

2. in der dritten Lösung durch jeden der 
Qo' Punkte der einen Ebene Ebenen legen 
durch jede der od* Geraden der zweiten 
Ebene, so würden wieder nicht od^, sondern 
nur oo^ verschiedene Ebenen entstehen. Denn 
jede der scheinbar od« Ebenen entateht am 

odI verschiedene Arten, nämlich je einmal 
durch jeden Punkt der Schnittlinie dieser 
Ebene mit der vorigen ersten. Somit fallen 
wieder je od^ der »< Ebenen in eine einzige 
zusammen, so dass wieder nur oo^ verschiedene 
bleiben. 



Aufgabe 27. Man soll ähnliche Beispiele 
mit einfacher Reduktion bilden. 



Auflgabe 28. Analoge Aufgaben mit dop- 
pelter Reduktion anzugeben. 



An^be 29. Man soll die Orundgebilde 
nach der Anzahl der in ihnen enthaltenen 
Elemente und Gebilde anordnen. 



Anfiöfung. Man erhält folgende Zusam- 
menstellung für die in den Gebilden höherer 
Grade enthaltenen Gebilde niederer Grade: 



Punkte 


Strahlen 


Ebenen 


Punkt- 
reihen 


Strahlen- 
büschel 


Ebenen- 
büschel 


Ebene 
Systeme 


Bündel 


Ebenes System 

Bündel ... 

Räumliches 
System . . 


00« 

1 

008 


002 
00« 

00< 


1 

oot 

1 
008 

1 


C3d2 


0C2 

c»« 

«5 


1 

OD« ) 
004 


1 

OD* 


1 

0C3 



Erkl. 220. Da der Raum od» Pnnkte und 
ebensoviele Ebenen enthält, so muss er auch 
QoS Strahlenbündel und ebensoviele ebenen Sy- 
steme haben; und da er oo^ Gerade enthält, 
deren jede Träger einer Punktreihe oder Achse 
eines Ebenenbüschels sein kann, so muss er 
auch ebensoviele Punktreihen und Ebenen- 
büschel enthalten. Neu ist also in oben- 
stehender Tabelle nur die Zahl der oo& Strahlen- 
büschel, welche entsteht aus oo« • oo*, indem 
die Anzahl der Punkte bezw. Ebenen multi- 
pliziert wird mit der Anzahl der Büschel, deren 
Träger sie sein können. 
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Angabe 30. Man soll sämtliche Strah- 
lenbüschel des Eanmes dnrchlanfen. 



AnfjgabeSl. Man unterscheide die Gebilde 
der ersten, zweiten und dritten Stufe in Be- 
zug auf das Gegenüberstehen von Punkt, . «.. - t^ -../-. vnj 
Gerade und Ebene. Auflösung. 1. Da die Gebüde erster 

Stufe nur je einerlei Elemente und von 

v kl oofl 1T7 Am . • jedem je »^ besitzen, so kann hier von 

ieXLfnk.^S^^Z'"u^'X «^«"^ Gegenüberstehen noch nicht die Rede 

wird in einem lUiume you n Dimensionen ^^^* 

(qo>* Punkten und a>» Ebenen) eine gerade Linie 2. In den Gebilden der zweiten Stufe, 

bestimmt durch eine (n — 2) fache Mannigfaltig- nämlich dem ebenen System und dem Bündel, 

keit Ton (od«-^) Ebenen, während sie nur eine stehen sich noch in gleicher Weise gegenüber 

einfache Mannigfaltigkeit von (ooi) Punkten p^^t und Gerade bezw. Gerade und Ebene, 

enthält. Dort gehen also durch jede Gerade jy ^j ^bene enthält od« Punkte, durch 

f»» — 8 Ebenen und iiefiren auf leder Geraden t:^"" . , , «. ., i. j « r« 

«i Punkte. Im gewöhnlichen dreidimensionalen deren jeden «i Strahlen gehen, und oo« Ge- 

Räume wird » = 3, also n-2 = l. folglich ra^e, auf deren jeder »i Punkte hegen, 

gehen durch jede Gerade ooi Ebenen, liegen Und der Bündel enthält »* Ebenen, m 

auf jeder Geraden cx>» Punkte. Dieses Ver- deren jeder ein Büschel von <»^ Strahlen 

halten zeigt eine Analogie bei allen Räumen liegt, und a»' Gerade, durch deren jede ein 

von ungerader Dimensionenzahl. Ist nämlich Büschel von odi Ebenen geht. 
« = 2r + l, so entsteht immer als eine Art ^ t /i v:ij j^- j«:^^^.^» cj^.»^^^ a». 
Mittelgut ein von gleichviel Punkten und 3. Im Gebilde der dritten ^t«fe da- 

Ebenen bestimmtes Element, welches rfach Siegen hört dieses Entsprechen schon teil- 

OD viele Punkte enthält und in rfach a> vielen weise auf: denn das räumliche System 

Ebenen liegt; d. h. auf diesem Element liegen enthält zwar oo^ Ebenen, in deren jeder 

Qor* Punkte, und durch dieses Element gehen od- Punkte und od^ Gerade liegen — und 

Qö»* Ebenen. Der dreidimensionale Raum bildet oqS Punkte, durch deren jeden oo« Ebenen 

den Einzelfall r = 1, n = 3, wie oben gezeigt. ^^^ »« Gerade gehen — aber od* Gerade, 

v^M 099 T« ^n* A«^^«a-«««««,^ja-. A^^ »^^ ^ercn jeder »i Punkte liegen und durch 

„PWc'£;J!^ LitSLÄ^ireXed« deren jW»^ Ebenen gehen Es Weiht also 

der Punkt x vier (homogene) Koordinaten "» Raum bestehen das gleichwertige Ent- 

x^x^x^x^, und dann sind die Koordinaten der sprechen von Punkt und Ebene, nicht aber 

Ebene xyg die vier dreireihigen Unterdeter- von Punkt und Gerade oder von Ebene und 

minanten der vierfachen Determinante der Ko- Gerade, was in den Gebilden zweiter 

ordinalen von vier Punkten a?, y, «, t, die Ko- gtufe noch völlig entsprechend war. 
ordinaten der Geraden a:y die sechs zweireihigen. dj^ Folgen dieser Verschiedenheit in der 

Oder die Ebene u hat vier (homogene) Koordi- ^^ des Entsprechens zeigen sich besonders 

naten u.u^u.u., und dann sind die Koordinaten 7^ j %"« ^ vi^j^« ® a «m«.«».»«*^.. .i^o 

desPuntteswrir die vier dreireihigen, die Koor- ^ ^en drei verscMedenen Auffassungen des 

dinaten der geraden Linie uv die sechs zwei- Begriffs der Dualität: m der Ebene und im 

reihigen ünterdeterminanten der vierfachen Bündel als den Gebilden zweiter Stufe, und 

Determinante der Koordinaten von vier Ebenen im räumlichen System als dem Gebilde dritter 

H, V, tp, 8. In beiden Fällen erhält die Ge- Stnfe (vergl. Antwort auf Frage 44). 
rade dieselben sechs (homogenen) Koordinaten 
(deren Momente in Bezug auf die sechs Kanten 
des Grundtetraeders), also fünf unabhängige 
Variabein. Da die Gerade aber durch vier 
Variabein schon bestimmt ist, so muss unter 
jenen fünf Variabein eine Gleichung als Iden- 
tität erfüllt sein. So gelangt man dann zu 
dem Ergebnis, dass die vierfache Mannigfaltig- 
keit der Geraden des gewöhnlichen Raumes 
anzusehen sei als der eine bestimmte quadra- 
tische Gleichung befriedigende (und dadurch 
noch vierfach unendliche) Teil einer Mannig- 
faltigkeit fünfter Ordnung. Und weiter abwärts 
schreitend findet man, dass die (dreifach unend- 
liche) Gesamtheit aller eine gegebene Gerade 
schneidenden Geraden wieder durch eine lineare 
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Gleichung au der vierGtehen MannigfoUigkeit 
der sämtlichen Oeraden des ßanmea berans- 
gehoben mti. , 



Angabe 32. Welche Folgen hat die 

veränderte Anffasenng der unendlich fernen 

Elemente fflr die Pignr des Dreiecks gegen- Aafl6ni9g. Während in der altöi Geo- 

über der alten Oeometrie? netrie das Dreieck besaas: einen Innenraom. 

drei Scbdtelwinkelraame nnd drei Ansieo- 
Fignr ö2. winkelräiiine oder Nebenwinkelräome, ao wird 

in der neneren Qeometiie die Anffassang da- 
durch vereinfacht, dass die nnendlich fentf 
Oerade nicht als weaentliob aasgezeichnete 
anflritt, Bondem als gleichwertig mit jeder 
andern Geraden, welche die drei Seiten des 
Dreiecks schneidet. Ea wird daher jeder 
Scheitel Winkel ranm durch die nnendlich fente 
Oerade getrennt van (oder etwa aach nmgt- 
kehrt: verbanden mit) dem gegenfiberliegendoi 
Aussenwinkelranm ; nnd ohne eine Dreiecki- 
aeite zn öberscbrelten, vielmehr unr dorct 
einen Uebergang über die nnendlich ferne 
Gerade, kann man von jedem der Scheitel- 
wlnkeliÄnme znm gegenüberliegenden ÄttsBco- 
winketramn gelangen. Uan nnterscheidet 
daher nicht mehr sieben, sondern nur nocli 
vier getrennte Bänme beim Dredeck. 
Erkl. 228. In Figur 63 iat dnrch gleich- nämlich den Innenranm und je dreimal die 

artige Strichelnng der Banme, sowie dnrch Gesamtheit emes Scheltelnlnkelrannu mit 

gleichartige Pfeile angegeben, welche Räume dem gegenüberliegenden Anssenwüikelranm. 

als ensammengehOrig aoEuseben sind: nämlich 

Scbeitelranm A nnd Anaeenranm a, Scheitel- 

ranm B und Änuenranm b, Scbeitelranm C 

und Anssenranm e. Dasn als vierter Kaum 

der loneoranm des Dreiecks. Innerhalb .jedes 

dieser vier Bänme kami man von jedem Pnnkt 

zn jedem beliebigen andern gelangen, ohne eine 

der drei Seiten des Dreiecks an Überschreiten. 

Die nnendlich ferne Gerade wird b^andelt wie 

eine beliebige andere, anf deren einer Seite 

die Geraden vom Schuiltpniikt herkommen, am 

auf der andern Seile eben durchs Unendliche 



Erkl. 224. Der Unterschied beider BetrachtnugHweisen selgt sich am einfachsten bei 
folgender allgemeinen Tergleichnng der beiden Betraciitungeweisen, nämlich der 
Uteren-. Eine Oerade liefert zwei Teile I ZweiGer. liefern vierTeile 1 Drei Ger. liefern siebenTeile. 
neneren: EineGer. lief keine Trennnng | Zwei Ger. liefern zweiTeile | Drei Ger. liefern vier Teile. 
Jede folgende Gerade vermehrt die Zahl der Teile in beiden AoffaBsungsweisen nm ebensoml. 
als die Zahl der Teile beträgt, in welche diese nene Oerade selbst dnrch die vorher vorhande- 
nen geteilt wird; also liefern 

(a + 2 + 3.f4 + 6... + (»-l) + » = I+ <'"-^>" +« 
it Gerade \ , TeUe; 



1 + 1 + 2 + 8 + 4. .. + (n-2) + (»-l) = 1-1- i 

nnd davon sind unbegrenzte Räume (die ins Unendliche reichen) | , also vollständig be- 
grenzte BSnme: , , w(n — 1) 
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in beiden Betrachtungsweisen, llan sieht also, was von Tomherein selbstyerständlich ist, 
dass der Unterschied der älteren und neueren Betrachtungsweise nicht die vollständig ge- 
schlossenen Räume, sondern nur die ins Unendliche reichenden Bäume betrüft. (Man vergl. 
Steiners Werke, I. Bd., S. 77 u. f.) 

Aufjg^be 83. Dieselbe Aufgabe für das Viereck und Fünfeck zu lösen. 

Auijgabe 34. Man betrachte die Verän- 
derungen der Gesetze über parallele Geraden , -,« t% -n « l^«^ rt j 
auf Grond der neuen Auffassung der un- , Au£l8«img. Da ParaUehtät von Geraden 
endlich fernen Elemente. ^, Schneiden In unendlich fernem Punkte 

aufge&BSt wird, so nehmen alle früheren 
Sätze über Parallelität viel einfachere Form 
an, z. B.: 

Wenn eine Gerade in einer Ebene oder Geht eine Gerade in einer Ebene oder 
im Baum zu einer von zwei parallelen Ge- im Baum dorch den (endlich oder unend- 
raden parallel ist, so ist sie auch zor andern lioh fem gelegenen) Schnittpunkt zweier Ge- 
parallel. (MuBB in Planimetrie nnd Stereo- raden, so trifft sie beide Geraden in diesem 
metrie bcBonders bewiesen werden.) gleichen Schnittpunkt. 

Oder: 

Sind zwei Gerade zu derselben dritten Haben zwei Gerade denselben (endlich 
Geraden parallel, so sind sie miteinander oder unendlich fem gelegenen) Schnittpunkt 
parallel. mit einer dritten, so schneiden sie auch ein- 

ander in ^esem selben Schnittpunkt. 

£rkl« 226. Auch der Grundsatz, dass durch Srkl. 226. Ausser Betracht bleiben hier 
einen Punkt ausserhalb einer Geraden nur eine dagegen Sätze über parallele Geraden, in denen 
einzige Parallele möglich sei, fällt susammen die Massbeziehungen der Winkelgrössen auf- 
mit der Erscheinung, dass wie durch jeden, so treten, also über Gleichheit von korrespondieren- 
auch durch den unendlich fernen Punkt einer den oder von Wechselwinkeln u. s. w., über 
Geraden nur eine einzige Verbindungsgerade Parallelität zweier Senkrechten auf derselben 
von einem gegebenen Punkte aus möglich ist. dritten Geraden in der Ebene bezw. auf der- 
Ebenso gibt es durch einen Punkt ausserhalb selben Ebene im Baum, Winkelgleichheit wegen 
einer Ebene nur eine einzige parallele Ebene, paralleler Schenkel in Ebene und Baum u. s. w. 
denn wie durch jede, so auch durch die un- 
endlich ferne Gerade dieser Ebene gibt es von 
einem gegebenen Punkte aus nur eine einzige 
Ebene. 

Angabe 36. Aehnliche Beispiele für parallele Geraden aufzusuchen. 



Angabe 36. Aufgabe 34 für parallele 
Ebenen (und Geraden) durchzuführen. Auflösung. Auch für parallele Ebenen 

und Geraden erhält man Vereinfachung der 
Sätze über ihre Parallelität, wie folgende 
Beispiele zeigen: 

Ist eine Gerade mit einer Geraden Trifft eine Gerade eine Gerade einer 

einer Ebene parallel, so ist sie mit der Ebene Ebene in bestimmtem (endlich oder unendlich 

parallel. fem gelegenem) Punkte, so trifft sie auch 

Q^^Y' ^^^ Ebene in diesem Punkte. 

Wenn die Schenkel eines Winkels in Wenn die Schenkel eines Winkels in 
einer Ebene bezüglich parallel sind den einer Ebene die Schenkel eines Winkels in 
Schenkeln eines Winkels in einer andern einer andern Ebene in zwei (endlich oder 
Ebene, so sind beide Ebenen parallel. unendlich entfernt liegenden) Punkten schnei- 

den, so haben beide Ebenen diese beiden 
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Oder: 

Die Schnittgeraden zweier parallelen Ebe- 
nen mit einer dritten Ebene sind parallel. 



ErkL 227. Auch bei Ebenen gibt es Sätze 
tlber Massbeziehnngen der Winkelgrössen par- 
alleler Elemente, z. B. über Qleichheit korre- 
spondierender nnd Wechsel-Eeilwinkel , Par- 
allelität senkrechter Geraden auf derselben 
Ebene u. s. w. Alle diese Sätze bleiben aber 
hier eben falls ausser Betracht, weil die ver- 
änderte Auffassung der unendlich fernen Ele- 
mente nur eine Lagebeziehung darstellt, 
nicht aber für Massbeziehungen angewandt 
werden kann. 



Punkte gemeinsam, also deren Verbindungs- 
gerade äs Schnittkante. 

Die Schnittgeraden zweier Ebenen mit 
einer dritten Ebene treffen einander auf der 
(endlich oder unendlich fem gelegenen) 
Schnittgeraden der beiden andern Ebenen. 

Erkl. 228. In den obenstehenden Auf- 
lösungen sind jeweils die Sätze über parallele 
Elemente als besondere Fälle der Sätze über 
beliebig liegende Elemente gekennzeichnet dnrch 
die Einfügung der Worte „endlich oder un- 
endlich fern liegend". Man könnte also die- 
selben Sätze auch so aussprechen, dass jedesmal 
ausdrücklich das „unendlich fem liegende" her- 
vorgehoben ist; doch gibt die obenstebende 
Ausführang bessere Uebersicht über den An- 
schluss dieser sonst besonders auümführenden 
Eigenschaften an die allgemeinen Sätze über 
Schnittgeraden und Schnittebenen. 



Aufjgabe 37. Analoge Beispiele für par- 
allele Ebenen (und Gerade) zu nennen. 



Aufgabe 38. Durch einen gegebenen 
Punkt eine Ebene zu legen parallel einer 
gegebenen Ebene. 



Auflösung. Man lege die Ebene dnrch 
den gegebenen Punkt und die unendlich ferne 
Gerade der Ebene. 



Aufgabe 39. Durch zwei gegebene Punkte 
eine Ebene zu legen parallel einer gegebenen 
Geraden. 



Auflösung. Man lege die Ebene durch 
die zwei gegebenen Punkte und den tm- 
endlich fernen Punkt der gegebenen Geraden. 



Aufgabe 40. Durch eine gegebene Ge- 
rade eine Ebene zu legen parallel einer ge- 
gebenen zweiten Geraden. 



Aufgabe 41. Welche Ergebnisse lassen 
sich über kreuzende oder windschiefe 
Geraden aufstellen? 

Erkl. 289. Kreuzende Geraden nennt 
man zwei Gerade, welche keinerlei (weder end- 
lich noch unendlich fem gelegenen) Schnittpunkt 
gemein haben, z. 6. me obere Kante einer 
Zimmerwand und die untere der anstossenden 
oder die gegenüber liegenden Kanten eines be- 
liebigen Tetraeders. Solche Gerade nennt man 
auch windschief, und hiernach wird unter 
einem windschiefen Viereck ein solches ver- 
standen, dessen vierter Eckpunkt nicht in 
f leicher Ebene mit den drei andern liegt, z. B. 
as Viereck derjenigen vier Kanten eines Te- 
traeders, welche nach Wegnahme zweier gegen- 
überliegenden Kanten Übrig bleiben. Wählt 
man auf zwei beliebigen kreuzenden Geraden je 



Auflösung. 1. Jede von zwei kreuzen- 
den Geraden besitzt einen unendlich fernen 
Punkt. Verbindet man jene beiden unend- 
lich fernen Punkte durch eine Gerade, nnd 
legt einen Ebenenbüschel durch diese unend- 
lich ferne Gerade als Achse, so entsteht ein 
Parallelebenenbüschel. Jede Ebene dieses 
Büschels ist parallel mit jeder der beiden 
kreuzenden Geraden, weil sie von jeder der- 
selben im unendlich fernen Schnittpunkt ge- 
troffen wird. Eine dieser Ebenen geht dnrch 
die eine, eine andere durch die andere der 
beiden Geraden, durch jeden Punkt des 
Baumes geht eine Ebene des Büschels. 

2. Es gibt also durch jede von zwei 
kreuzenden Geraden eine parallele Ebene 
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eine Strecke und verbindet deren Endpunkte, zur andern, und durch jeden Punkt im Baume 

so bilden diese vier Geraden stets ein wind- eine zu beiden parallele Ebene, gebildet 

schiefes Viereck , und dessen Seiten können y^n den beiden Geraden durch diesen Punkt, 

wieder als vier Kanten eines Tetraeders auf- ^^^^^^ ^^^^ ^^^^^^ kreuzenden Geraden par- 

getasst werden. ^^ ^^^ ^ .^^^ Gem^e bestimmt also (durch 

£rkl«280. Ausser Betracht bleiben hier ^^^ unendlich fernen Punkt) eine Rich- 

wieder die beiden Massbeziehungen der kreu- tung; zwei beliebige Geraden bestimmen 

zenden Geraden, nämlich erstens die Gleichheit (durch ihre unendlich ferne Verblndungs- 

der Winkel jedes Geradenpaares, welches durch gerade) eine Stellung (für die Ebenen 

einen beliebigen Punkt im Baume zu beiden des eben genannten Ebenenbüschels). 

?W?ntl-ÄtÄnt;ÄftKwS ,. 3 In jed^ Ebene des Baumes be8tim>.en 

tens die Definition des „Abstandes" der kreu- ^ö beiden kreuzenden (xeraden eme Ge- 

zenden Geraden gleich dem senkrechten Ab- rade, nSmlich die Verbindungsgerade der 

stand der beiden parallelen Ebenen durch beide Punkte, wo diese Ebene von den beiden durch- 

Geraden, zu konstruieren als gemeinsame stossen wird. — Durch jeden Punkt des 

Senkrechte auf beiden kreuzenden Geraden: Baumes gibt es eine Schnittgerade beider 

1. als Senkrechte der beiden Parallelebenen kreuzenden Geraden, nämlich die Verbindungs- 
aos demjenigen Punkte der einen Geraden, gerade dieses Punktes mit dem Durchbohrungs- 
weicher getroffen ydrd von einer senkrechten punkte der einen Geraden durch die Ebene 
Zwischenebene (beider Parallelen) durch die ^^^ Punktes und der andern Geraden, 
andere Gerade, oder ^^ , , , , o ^ , 

2. als Schnitteerade der zwei senkrechten ,\ WäJirend es daher oo« Gerade gibt, 
Zwiachenebenen (beider Paiallelebenen) durch welche beide kreuzenden Geraden treffen, so 
je eine der beiden kreuzenden Geraden. e^ot es noch »i Gerade, welche drei kreu- 
zende Gerade gleichzeitig treffen, nämlich 

Erkl. 281. Die odi Geraden, welche drei durch jeden der oo^ Punkte der ersten noch 

kreuzende Geraden treffen, bilden eine soffen, eine Schnittgerade mit beiden andern. — Liegt 

Begelschar und erfüllen eine Begelfläche, welche ^^^^ die erste dieser drei Geraden im TJn- 

im letztgenannten Falle nebenstehender Auf- endlichen, so liegen alle Schnittgeraden in 

lösung zu einer Schraubenfläche wird. ^N^^^^ j^^^ ^| Parallelebenenbüschels, 

nur die drei ursprünglichen Geraden treffen »*^ *^*'^/'^" «^o x »iciuüiwou^in/uoviic«, 

jede dieser ooi Geraden, sondern ebenso auch ^eicner jene unendlich ferne Gerade als 

jede andere Gerade, welche nach derselben Er- Achse hat. 
zeugungweise irgend drei dieser ooi Geraden 
trifft. ___ 

Angabe 42. Durch einen Punkt eine 
Ebene zu legen parallel zu zwei anderen 
gegebenen Geraden. 



Aufgabe 48. In gegebener Ebene oder 
durch gegebenen Punkt eine Gerade zu legen, 
welche zwei gegebene kreuzende Geraden 
trifft. 



3. Aufgaben über die projektivische Verwandtscbaft. 

(Zu Abschnitt 3.) 

Angabe 44. Man soll die Beziehungen 
der Elemente aufefaander nach ihrem Vor- Auflösung. Da die drei Elemente Punkt, 

kommen anordnen. Gerade, Ebene in sechs verschiedenen Arten 

zusammengestellt werden k(fnnen, so erhält 

Erkl.2«2. Wenn die Beziehungen zwischen man folgende sechs Gruppen: 
Punkt und Strahl aufgezählt «?d» «o sind da- ^ p j^^ und Punkt: diese Zuordnung 

mit selbstveiständhch auch die Beziehungen .... ^„« ,. ,^^ r>^«;^i.««^ ,r^« ^;««^ x>»r.^.* 

zwischen Strahl und Punkt erschöpft. Der tritt auf bei der Beziehung von emer Punkt- 

einzige Unterschied, welcher in der Art gemacht reihe auf eme zweite Punktreihe , und von 

werden konnte, wäre die Beachtung des Ver- einem ebenen System auf ein anderes ebenes 

hältnisses gleicher oder ungleicher Ele- System. 
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meute: Punkt und Punkt (und ebenso Strahl 2. Punkt und Strahl: diese Zuordnoog 

und Strahl, Ebene und Ebene) erfahren ihre tritt auf bei der Herstellung der Beziehung 

Zuordnung natürlich nur in der Weise, dass zwischen einer Punktreihe und einem Strahlen. 

^w.Ti"S^d ™Xhi wt d f. !lSl''?nlv?f »>öBchel, zwischen einem ebenen System nnd 

zweiten, und umgekehrt wieder emem r unkte . oa ti i^« j i • ^ i*. v • a 

des zweiten Gebildes auch ein Punkt des ®*"?™ Strahlenbündel, sowie doppelt bei der 

ersten entspricht. Punkt und Strahl (und ebenso reciproken Beziehung zweier ebenen bystcaie 

Punkt und Ebene, Strahl und Ebene) dagegen aufeinander. 

erfahren ihre Zuordnung in der Weise, dass 3. Punkt und Ebene: bei der Beziehung 

einem Punkt des ersten Gebildes ein Strahl des einer Punktreihe und eines Ebenenböschek 

zweiten entspncht, aber umgekehrt einem Strahl „^,^- v^^i 3^^ ^^i^^^u^ tj«-;^».«««, .»»'««i,^ 

des zweiten Gebildes ein Punkt des ersten. «?^® ^^ ^^^ rcciproken Beziehung zwwcha 

einem ebenen System und emem Strahlec- 

Erkl, 288. Nur in den beiden Ausnahme- ^^"^^^l. 
fällen, welche in nebenstehender Auflösung aus- 4. Strahl und Strahl: hei der Beziehung 
drücklich als solche mit doppeltem Ent- zweier Strahlenbüsehel aufeinander oder 
sprechen bezeichnet sind, tritt die Besiehung zweier ebenen Systeme aufeinander oder 
auch zwischen ungleichen Elementen, n&mlich zweier Strahlenbfindel aufeinander, sowie bd 
Punkt und Strahl im zweiten, Strahl und Ebene ^^ reciproken Beziehung zwischen eineiB 
oTdnS'lÄ^ ''''''''' ^" ebenen System und einem Stxablenblindel 
emem Punkte des ersten Gebüdes ein 5. Strahl und Ebene: bei der B^ehuag 
Stralil des zweiten und einem Strahl zwischen emem Strahlenbüschel nnd emeo 
des zweiten ein Punkt des ersten, Ebenenbüschel, zwischen einem ebenen Sj* 
sondern auch stem und einem Ebenenbündel, sowie doppelt 
einem Strahl des ersten Gebüdes ein l)ei der reciproken Beziehung zweier Ebenen- 
Punkt des zweiten und einem Punkt bündel oder Strahlenbündel anfeinandor. 
des zweiten ein Strahl des ersten 6. Ebene und Ebene: bei der Beziehnn^ 
entspricht. ^ zweier Ebenenbüschel aufeinander oder zweier 



Erkl. 284. Entsprechend der gleichwertigen 
Stellung von Punkt und Ebene, dagegen der 
Ausnahmestellung der Geraden in unserer Baum- 
auffassung stehen sich auch in nebenstehender 
Auflösung als gleichwertig gegenüber die Fälle 
1. Punkt und Punkt und 6. Ebene und Ebene 
mit je zwei Arten; 2. Punkt und Strahl und 
o. Ebene und Strahl mit je drei Arten; sich 
selbst entspricht der Fall 8. Punkt nnd Ebene 
mit zwei Arten. Dagegen steht ganz selb- 
ständig der Fall 4. Strahl und Strahl mit vier 
Arten. Man hat im ganzen 16 Arten, wie schon 
in Erkl. 60, bei denen zehnmal die Gerade be- 
teiligt ist, je siebenmal Punkte oder Ebene. 



Ebenenbündel aufeinander. 



Aufgabe 46. Dieselbe Aufgabe für die 
Grundgebüde der ersten Stufe zu lösen. 



Au%abe 46. Man soll einzelne Gesetze ^ 

namhaft machen, durch welche das Beziehen 

der Elemente verschiedener Grundgebüde fest- . «.. r, , , , n 

gelegt werden kann. Auflösung. Zu den bekanntesten Ge- 

setzen des Beziehens gehört daigenige der 

, ^ . • Symmetrie. Man kann nämlich zuordnen: 
Erkl« 28o« Von den in nebenstehender . . 

Auflösung gegebenen neun Gesetzen sind ge- 1* iu der Ebene jeden Punkt denyenig:^ 

bildet durch Zuordnung von Punkt und Punkt Punkt, welcher vom gleichen Ponkt der 

die erste, zweite, siebente, achte, neunte; Punkt gegebenen Achsengraaden entgegengesetet 

und Gerade die fünfte; Punkt und Ebene die gleichen Abstand hat; 
sechste ; Gerade und Gerade die dritte ; Gerade 

und Ebene keine; Ebene und Ebene die vierte. 2. in dem Kaume jeden Punkt dem- 

Man hat also Zuordnung gleichartiger Ele- jenigen Punkt, welcher yom gleichen Punkt 
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mente in allen bis anf die fünfte nnd sechste, der gegebenen Symmetrieebene (oder Aclisen- 

In allen diesen nämlich wird einPnnkt wieder geraden) entgegengesetzt gleichen Abstand 

zn einem Pnnkt; denn wo dies nicht nnmittel- ^^ . 
bar iireschieht (8 nnd 4), da entsteht zum Pnnkt ' 

als Schnittpunkt zweier Geraden bezw. dreier 3. in der Ebene jeder Geraden diejenige 

Ebenen als entsprechendes Element eben wieder Gerade, welche auf derselben Centralgeraden 

der Schnittpunkt der zwei entsprechenden Ge- vom gegebenen Symmetriemittelpunkt ent- 

Mjden beiw der drei entsprechenden Ebenen, gegengesetzt gleichen Abstand hat; 

Ebenso wird (wenigstens allgemem bei den ®^. . _ ® . . _, ,. . . 

ersten vier Beispielen) Gerade zu Gerade *• "** Räume jeder Ebene diejenige 

entweder unmittelbar oder durch Verbindung Ebene, welche auf derselben Centralgeraden 

entsprechender Punkte bezw. Schnitt entsprechen- vom gegebenen Symmetriemittelpnnkt ent- 

der Ebenen; und es wird Ebene zu Ebene gegengesetzt gleichen Abstand hat 

StU'TÄelLÄir^'Z . ^ Ein blonder. wichti8:esBezieh«.,,8gesetz 

im fünften Fall wird Punkt zu Strahl und ^^^ ^^^^ dasjenige, wodurch 

Strahl zu Punkt; und im sechsten Fall wird ^ ««*ä*tj^««*-.««« «:«-« k^k^m^^» f^^*^t^ 

Punkt zu Ebene Ebene zu Punkt, Strahl zu ^ ^: ^ter Benutzung emes bdiebigen festen 

Strahl, nÄmlich letzteres einmal als Verbindung Kreises jedem Punkt seine Polare .CBer^; 

zweier Punkte, dann als Schnitt der beiden rungssehne) und jeder Geraden ihr Pol 

entsprechenden Ebenen. (Tangentenschnittpunkt) zugeordnet wird. 

« ._, «-.- « , , , , . Und dieselbe Beziehungsweise kann 
^ Erkl« 286« Von den nebenstehenden Bei- 
spielen sind die ersten sechs in der Planimetrie 6. im Baume durchgeführt werden, indem 

vorhanden oder doch auf dort vorhandenen in man unter Benutzung einer beliebigen festen 

Idcht erkennbarer Weise aufgebaut. Das erste ^ugel jedem Punkte seine Polarebene (Be- 

III. Teü, B. 2.). das zweite die entsprechende J«*«; E^«"« ^^^ Polpunkt (Tangenten- 
Symmetrie im Raum gegen eine Ebene, wie kegelspitze) zuordnet, 
bei Bild und Spiegelbild (oder ebenfalls gegen Andere Gesetze der Abhängigkeit könnten 
eine Aehsengerade, wie bei Rotationskörpern), a^g den obengenannten ersten vieren abge- 
Das dritte Beispiel liefert die sog. centrische le^et werden, wenn man 
Symmetrie m der Ebene (Kleyer-Sachs, Ebene 

Elementar -Geometrie, III. Teil, B. 8.), das 7. die dabei vorkommenden Abstände 

vierte die entsprechende centrische Symmetrie nicht in gleicher Grösse anwendet, sondern 

einfachste Konstruktion für äusseren Punkt und ™?;.^**"^ addiert, subtrahiert, mulüpUziert, 

schneidende Gerade angegeben ist) gibt das Prinzip dividiert, potenziert u. s. w. — auch diese 

der Polarisation oder Reciprocität in der Ebene Abstände nicht nur von einem Punkte, 

(Kleyer-Sachs, Ebene Elementar -Geometrie, einer Geraden, einer Ebene aus rechnet, 

VIII. Teil, Erkl. 281), das sechste Beispiel die sondern zugleich von zweien oder dreien 

entsprechende Polarisation oder Reciprocität im solcher Ansgangselemente nachemander bezw. 

^'*"®- nebeneinander. 

Erkl. 287, Das siebente der nebenstehenden Weitere Beziehungsgesetze, sogar in ganz 

Beispiele ist nur ein besonders einfacher Fall beliebiger Anzahl, liefern 
des achten, denn wenn an Stelle der in 7. ge- ,. . 1. a 

nannten einfachen Rechnungsarten verwickeitere S* die geometrischen Anwendungen der 

kommen, so hat man Funktionstheorie. Werden höheren Funktionstheorie in der sogenannten 

mehrere Ausgangselemente benützt, so hat man „Theorie der Abbildungen*' oder 
Koordinatengeometrie. Das neunte Beispiel ent- 
hält als besonderen Einzelfall (bei der elektri- 9. die physikalischen Theorien der Spie« 

sehen Spiegelung) auch die Theorie der Inver- gelung (optische, akustische, elektrische) an 

aion oder der reciproken Radien (Kleyer-Sachs, beliebig gewählten spiegelnden Flächen. 
Ebene Element.-Geometrie, VIII. Teil, Erkl. 298). 

Erkl« 288. Von den Beziehungsarten neben- ' 
stehender Auflösung gehören eine ganze Reihe 
der proiektivischen Geometrie als besondere 
Einzelfälle an, indem bei denselben die neu 
entstehenden Punktreihen und Strahlenbüschel 
projektivisch verwandt werden zu den ursprüng- 
lichen. So besonders die ersten vier Fälle von 
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symmetrischer Verwandtschaft, da ja Symmetrie traktion, Multiplikation und Division Tors^eDom- 

als besonderer Fall der Kongruenz nach Erkl. 62 men wird. Sowie aber reciproker Wert oder 

eine projektivische Verwandtschaft ist. Dasselbe gar Potenzierunf und (bei 8.) verwickeitere 

gilt aber auch vom fünften und sechsten Bei- HechnungsartenjOesonderstranscendenter Natur, 

spiel: auch dort entstehen neue Figuren von vorkommen, so entspricht schon einer geradea 

der Art, dass ihre Punktreihen und Strahlen- Punktreihe eine gel^mmte, und damit ist die 

büschel projektivisch sind zu den Punktreihen projektivische Verwandtschaft unmöglich ge- 

und Strahlenbüscheln der ursprünglichen. Bei macht. Und ähnliches gilt von den Beispielen (*.. 

den drei letzten Beispielen dagegen kommt es zu denen als einzelnes Beispiel mit projek- 

auf den einzelnen Fall an. ob Projektivität ge- tivischer Verwandtschaft der Figuren die op- 

wahrt bleibt oder nicht. Es ist der Fall bei tische Abbildung durch Linsen gehört, 
den Beispielen in 7.. wo nur Addition, Sub- 



Aufgabe 47. Man behandle .die Beispiele 
in Erkl. 62 nach den Erkl. 235 bis 238. 



Aufgabe 48. Man soll die projektivische 
Verwandtschaft als Erweiterung von Kon- Auflösung. Gemeinsam haben Kon- 
gruenz und AehnUchkeit darsteUen. gruenz, AehnUchkeit und Projektivität, da&s 

verwandte Figuren in eine solche Lag« ge- 
bracht werden können , dass die Verb in- 

Erkl. 289. Die nebenstehende Am^führung ^^.5^'ff"^^V]?.*K^J-^''^''pf «w^''\^*' 
kann naturgemäss keine erschöpfende sein, di beider Figuren durch einen Punkt gehen: 
sie nur den Vergleich geben kann mit dem- diese Lage heisst die projektivische, jede 
jenigen Teile der projektiv! sehen Beziehungen, andere die schiefe. Verschieden ist aber 
welcher die Kongruenz und AehnUchkeit als dabei, dass die Abstände je zweier ent- 
Spezialfälle ergibt: es ist derjenige Teil, bei sprechenden Punkte beider Figuren bei kon- 
dem die Figuren als Punktgebilde entstehen, gruenten Figuren gleichgross, bei ähn- 
Aber die Zusammenstellung ist immerhin ge- li^hen Figuren proportional sein mftsscn. 

vÄ '^\^^Vl: ^^\ ^%r^^V^^}'7^^^^ während bei projektivischen Figuren för 
Verwandtschaft mit den m der Plammetrie be- .-01.^ i_ . j -^« ^ tt 1.-1Ä 

handelten Gebieten in Beziehung gesetzt werden J^!^f^^ ,^.®?°®. f«™^« Vorsclirift 
kann, wenn allerdings ihr eigener Aufbau weit besteht. (Vergleiche jedoch hierzu den Ab- 
allgemeiner und umfassender ist, und nicht schnitt 4 über die metrischen Beziebnngen 
eigentlich nachgeordnet hinter jenen, sondern projektivisch verwandter Gebilde. Man kann 
v($llig selbstftn£g über jenen früheren steht hiemach sagen, dass die Erweiterung in dem 

Fortschreiten besteht von gleicher Grösse 
zu gleichem Verhältnis, und von da zu 
gleichem Doppelverhältnis.) 



Aufgabe 49. Man soll den Begriff der 
^vereinigten Lage^ von Elementen und Ge- 
bilden ausführen. Auflösung. Es können Elemente ver* 

einigt liegen oder sich in vereinigter 

Erkl. 240. Während die vereinigte Lage ^*«^® befinden, nämUch: 

zweier gleichartigen Elemente zu keinerlei wei- 1. zwei beliebige Elemente gleicher Art, 

teren Ausführungen Veranlassung gibt, so ist wenn sie zusammenfallen, z. B. zwei 

die vereinigte Lage unj^leichartiger Elemente p^^tte, Strahlen, Ebenen; 
schon wichtiger, weil sie bei der Erkennung 

der perspektivischen Lage projektivischer Ge- 2. ein Punkt und eine Gerade, wenn der 

bilde als massgebende Erscheinung auftritt. — Punkt auf der Geraden liegt, und die Gerade 

Bei vereinigter Lage zweier Grundgebilde hat durch den Punkt hindurchgeht; 

man nur den einfachsten Fall dieser Beziehung. « • t» 1 * j • ov / ;i ««.i. 

Denn ausser den Grundgebüden können auch 3. ein Punkt und eine Ebene (oder anch 

andere Gebilde vereinigt liegen, z. B. krumme e^^ Strahl und eine Ebene), wenn derPmikt 

Punktreihen auf derselben Kurve, oder Strahlen- (Strahl) in der Ebene liegt, und die Ebene 

büschel und Ebenenbüschel höherer Ordnungen durch den Punkt (Strahl) hindurchgeht. 
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als Tangentengebilde derselben Kurve oder des- Und es können Ornndge bilde vereinigt 

selben Kegels. liegen oder sich in vereinigter Lage befinden: 

1. zwei Ponktreihen bezw. Ebenenbüschel, 

ErkL 241. Bei der vereinigten Lage ver- wenn sie dieselbe Gerade als Träger (bezw. 

schiedener Gebilde hat man jedes Element des Achse) haben; 

Trägers doppelt zu betrachten: einmal als g zwei Strahlenbüschel bezw. zwei Strah- 

Element des ersten, einmal als Element des , -^i., ^'^ '"*""«•" ^",««^/'* ^^ ^ *i^ i 

zweiten Gebüdes. Das eine wie das andere Jf^^^'P^,^\' ,^^° "® denselben Punkt als 

besitzt dann ein entsprechendes Element im Scheitel haben; 

andern Gebilde , und dieses hat allgemein eine 3. zwei ebene Systeme, wenn sie dieselbe 

andere Stelle im Gebilde; nur ganx ausnahms- Ebene als Träger haben. 

weise gelangt man zum gleichen Element des 17 • i • ^ n i. a ^ u 

rr,-«*™ «.iL« «.«« •« Ai^»^^ ^«»/^».«iA« Zweierlei räumliche Systeme kann man 

Tragers, wenn man zu diesem — genommen -T^ ,,1" ^ x»«*«***.**^ k^'^*'^*^^ ««»«« «»«•« 

als Element des ersten Gebildes — das ent- ^^^"^ überhaupt nicht anders, wie in ver- 
sprechende Element des zweiten Gebildes auf- einigter Lage, d. h. im gleichen Räume als 
sucht (vergl. unten Erkl. 244). ihrem gememsamen Träger vorstellen. 

Au^be 50. Man soll die allgemeinsten 

Beziehungen zweier oder mehrerer projek- AuflBsiuig. Aus der Definition der Pro- 

tivischen Gebüde aufstellen. jektivität ergeben sich folgende aUgememen 

Beziehungen : 

Erkl. 242. Die beiden ersten Aussagen a) Ist ein Gebilde eine Projektion eines 

ltT''AS'^rn'S:\t^ -^-, so. ist auch das ander, eine Projek- 

schiedene Ausdmcksweisen derselben Beaiehung "®° °®® erneu. 

sind, gründen sich auf die Definition der pro- b) Befindet sich von zwei projektivischen 

jektivischen Verwandtschaft durch die fort- Gebilden das erste in perspektivischer bezw. 

laufende Reihe von Gebilden, deren jedes eine in schiefer Lage zum zweiten, so befindet 

eine Projektion des vorhergehenden und fo gich auch das zweite in perspektivischer 

tVSt.iSS'i^'ÄÄfÄ%?n^^^^^^^^^ »>«-• ^ "oMefer Lage zun. e«te„. 

den Reihe angesehen werden, und da sämtliche c) Sind zwei Gebilde projektivisch 

Glieder in dieser Kette miteinander projektivisch verwandt mit demselben dritten, so 

sind, so sind es auch diese drei. sind sie auch miteinander projek- 
tivisch verwandt. 

Erkl. 248. In Zeichen lauten die neben- j\ t.x • • 1 a* - 

stehenden Aussagen wie folgt: /*) ^»^ «\°«8 von zwei projektivi- 
schen Gebilden mit einem dritten 

a)b) Wenn ^ A ^ oder jf, /\ f , oder^/\5„ projektivisch, so ist auch das zweite 

80 ist auch ÄA^ oder ^,A«i oder ^/^S,. Gebilde mit diesem dritten projek- 

c) (z.B. für zwei Pnnktreihen): Wennfj a^, tivisch verwandt, 

und ^ A ^8, 80 folgt f, X /j. Doch kann in beiden letzteren Fällen nicht 

d)"(z. B. für zwei Strahlenbüschel): Wenn allgemein behauptet werden ob die projek- 

0—0 ^^0—0 ifi*o— o tivischen Gebilde m perspektivischer oder m 

S, /, S, und S, A ^» 80 folgt S, A ^^a- »rhiafar T o^o .loh KofinL« 



Enthält die Voraussetzung in beiden letz- 
teren Fällen statt Ä ^^^ Zeichen /\ , so bleibt 
in der Folgerung doch allgemein 7\ und nicht 
7 , es sei denn, dass die beiden Beziehungen 
des in der Voraussetzung doppelt vorkommenden 
Gebildes durch das gleiche Zwischengebilde 
vermittelt sind. 



schiefer Lage sich befinden. 



Aufjgabe 51. Man soll für die vorigen Sätze Beispiele beider Arten (nach Erkl. 243) 
bilden. 

Anflösung. In Figur 53 ist: 



/, / fj vermittels S„ 
t^ /, ^3 vermittels S^, 

U /' '3 (vermittels Sj). 



5, i\ 5, vermittels ^.„ 
S, /\ Sg vermittels /g, 



Ä, A ^% (vermittels fg). 



'3 Ä '^1 ^^ vereinigter Lage d. Elemente, 
S», /\ 5j vermittels t^, 



h /\ ^2 0^ vereinigter Lage d. Elemente). 
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Dagegen ist in derselben Figor: 



*iÄ^8 vermittels Äj, 
hl^U vermittels 5^, 
t^'KU (nicht 7^. 



S^ f\S^ vermittels <„ 
S^^S^ vermittels f^, 



<g 7\ Äj in vereinigter Lage der Elemente, 
^i Ä '^4 vermittels t^, 



h A ^4 (nicht tQ. 



5, /\ S^ (nicht ä). 

Erkl« 244. Figur 63 erlaubt auch passende Beispiele zur vorigen Angabe 49. Würde 
man nämlich den Büschel S^ zum Schnitt bringen mit t^, so würden auf dieser Geraden xwei 

i?{imi> R5I Punktreihen erscheinen: t^ und £,', die erster« 

ausgesdinitten durch die Strahlen des Büschels 



Figur 53. 




5| , die letztere durch die Strahlen des Bfischels 
St; und da S^ und S^ vermittels ^^ projekttriaeh 
sind, so müssten auch t^'f^t^' sein. — Ebenso 
könnte man etwa den Scheitel 8^ noch verbindeB 
mit den Punkten auf t^, und man erbielte mit 
gleichem Scheitel zwei Büschel £L und Sj', 
welche projektivisch sein müssten, weu iS*, /;; ^3, 
8^' Ä t^ und «8 7s^ tt , folglich S^ X 5,'. 

ErkL 245. In Figur 63 sind überhaupt 
unter 8 Gebilden 28 Beziehungen, wovon 6 
unter den t allein, 6 unter S allein, 16 zwischen 
t und S. Davon sind 16 in perspektiviseher 
Lage, nämlich je 4 unter t allein und S allein, 

7 zwischen t und 8; und die übrigen 13 in 
schiefer Lage, nämlich je 2 unter t allein und 

8 allein, 9 zwischen t und S. Man kann dies 
durch folgende üebersicht darstellen, in welcher 
die 16 Bindestriche die 16 perspektivischen 
Paare andeuten, die 18 nicht gestrichenen Paare 
schief liegen: ^^ ■ *^ 

8^ — S, — &2 — 5, 

fj <2 t^ t^ 



Aufgabe 62. Aehnliche Beispiele zur 
vorigen Aufgabe an derselben Figur zu bilden. 



Aufgabe 63. Man soll in projektivischer 
Verwandtschaft eine Punktreibe und einen .-,.. -^ . ^ 1.^:1. t^w 

Strahlenbüscbel konstruieren, deren Träger ,>^*^j?™«- ^«* ^1 in Flgw 54 die Punkt- 

vereinigt liegen. r«*^«» ^% ^^^ »^ ^1 liegende Scheitel, so 

wählt man ausserhalb t^ und S^ einen be- 

Erkl» 246. Denkt man sich 8i und S^ als liebigen Bnschelscbeitel iS\ und Pnnktreihe t^ 

Bündelscheitel und an Stelle von <i und ^ projiziert t, von S. ans auf ^j, und Bodann 

ebene Systeme, so erhält man als L und Ä, . y^^^^ o ^uß. Dann ist der Reihe nach: 

em ebenes System und einen Strahlenbündel mit * ^ ,_ _^ 

vereinigt liegenden Trägem in projektivischer ^1 A *i A ^a A ^«' 

Verwandtschaft. also t^ a '^a- 

Figur 54. 



^vdi 



ft 




4^ 



'j A ^1 A '» 7\ *s- 
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Aufgabe 64. Dieselbe Aufgabe unter 
Benutzung unendlich femer Elemente zu 
lösen. 



Aufgabe ft6. Man soll zwischen zwei 

ebenen Systemen a^ und a, eine reciproke Auflösung. Man wählt, wie schon in 

^ erwandtschaft herstellen. E^kl. 66 angedeutet, zu einem beUebigen 

Erkl. 247. Ausgehend Ton zwei Punkten P^ikte P, in der Ebene a, eine beliebige Ge- 
P und <> kann man alle Elemente einer Ebene rÄde^jj in der Ebene a,, und lÄsst den Strahlen- 
bestimmen vermittels der Strahlenbtlschel durch büschel Pj in Ui entsprechen der Punktreihe 
r und Q. Zunächst nämlich jeden Punkt als P% ^ «s* BO ^8 Strahlen und Punkte in 
Schnittpunkt seiner zwei Verbindungsstrahlen gleicher Ebene durch den Projektionsscheitel 
nach P und Q; sodann jede Gerade, die nicht S liegen. Auf einem beliebigen Strahl a. 
durch P oder Q geht, indem man zwei beliebige des Strahlenbüschels durch P. wählt man 
ihrer Punkte mit den PraktenPundeverW^^^^ Bodann einen beUebigen zweiten Punkt Q, 
jeder Punkt wird bestimmt wie zuvor, also der „„j i«--,*. iu„ ^«♦-,v»L«u^« a««^« i.^i«^i^:^I» 
Strahl als Verbindungsgerade beider Punkte. ~ Sl.\^*^ '^"^ entsprechen einen beliebigen 
Ausgdiend von zwei Geraden p und g kann Strahl q^ durch den dem Strahl a^ ent- 
man aber ebenfalls alle Elemente einer Ebene sprechenden Punkt A^. Dann entspncht 
bestimmen vermittels der Punktreiben auf p wieder dem Strahlenbttschel durch Q. die 
und q. Zunächst nämlich jede Gerade als Ver- Punktreihe auf q^^ so dass Strahl und Punkt 
bindungsgerade ihrer zwei Schnittpunkte auf p wieder in gleicher Ebene durch S liegen, 
und q\ sodann jeden Punkt, der nicht auf;? Alle Punkte in «j entstehen durch zwei 
oder g Hegt, indem man zwei beliebige Ge- Strahlen der Büschel P. und Q.-, ihre 
niden durch Ihn mit i, und 5 schneidet: jede entsprechenden Strahlen in «, eitstehen 
Gerade wird bestimmt wie zuvor, also der Punkt v^ v jt ^ \. i^"»«*«! «t u^ oiim»i,cuw 
als Schnittpunkt beider Geraden. durch die Verbindungsgeraden entsprechen- 
der Punkte auf p^ und q^ Umgekehrt ent- 

Erkl. 248, Bei nebenstehender Verwandt- stehen Strahlen in «j als Verbindungsgeraden 

8chafr|begrüiidung entsprechen einander ins- beliebiger Punkte in «, , ihre entsprechenden 

besondere P unfj). e, und g,. Gerade Pft pn^^tte in a, als Schnittpunkte der ent- 

nnd Punkt p,ö,; femer die Kantenschnitt- 1; j Ä*- ri ^''."■"""i"*"*'"' '•^* ^«^ 

punkte von p und q und die Strahlen durch P sprechenden Strahlen m a^. 
nnd Q nach diesen Kantenschnittpunkten, die 
Kante selbst und der Schnittpunkt beider Ge- 
raden u. s. w. 



Aufjgaba 56. Antwort der Frage 25 und 
Figur 13 für unendlich ferne Elemente durch- 
zuführen. 



Aufgabe 67. Antwort der Frage 26 und 
Figur 14 für unendlich ferne Elemente durch- 
zuführen Auflösung. Von den Elementen der 

Figur 14 (siehe Figur 57 auf Seite 116) 

„ - _ _ -^ „, , , « , , können ins Unendliche verlebt werden: 

ErkL 249. Wenn man (vergl. Erkl. 72) ""^" /"' ^ ^" "^ " ^^ woi^cu. 

mit bestimmten Buchstaben immer wieder die 1- ^^^^ ^^^ beiden Punktreihen t^ oder 
Elemente von gleichen Eigenschaften bezeichnet, h selbst, 
z. B. mit A, P, C beliebige Elemente, mit /), E 2. der Büschelscheitel S, 
gemeinsame, mit P, G unendlich fem liegende /« , a ^ z^,^. 1 * u -j m m ^ ^ 
S. 8. w., so kann sihon durch die Beieicbiung . (^' f«^ Schnittpunkt beider Träger t,, t^-, 
D, = D, angegeben werden , dass die beiden ^^^^^ folgende Aufgabe 58). 
Punktreihen perspektivisch liegen. Ebenso kann 1. Wenn t^ im Unendlichen liegt (Fig. 55 a) 
durch Z>, = P, angegeben werden , dass der oder mit der unendlich fernen Geraden zu- 
gemeinsame Punkt beider Punktreihen im Un- gammenfäUt, so werden die Punkte auf t. 
enjichen hegt, dass also die Punktreihenent- projiziert als unendüch ferne Punkte de? 
weder parallel smd, oder dass eme davon mit der gl •'r, uucuux*uix i^*i^ xuua^v^ «cx 

unendlich fernen Geraden zusammenfällt. Ebenso ^^^^^ 7^^ *? ^F"?? ^^^ ^"°^^ö von t^. 

ergibt die Bezeichnung F^ =: G,, dass derselbe ^^ bchnittpunkt beider Träger t^ und t^ 

Punkt F^ zugleich der unendlich ferne Punkt wird zum unendlich fernen Punkt des Trägers 

der Reihe t^ und der auf t^ dem unendlich t^, so dass D^ mit F^ zusammenfällt, also 

Sachs, Projektivische (neuere) Geometrie. I. Teil. 8 
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Figur 55 a nnd b. 
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fernen Pnnkt (?, von t^ entsprechende Punkt 
ist, oder dass die unendlich fernen Punkte 
beider Punktreihen einander entspre- 
chen, wonach die Punktreihen ähnlich oder 
gar kongruent sein müssen. 

Erkl. 250. Im zweiten Falle nebenstehen- 
der Auflösung ist die unendlich ferne Gerade 
selbst einer der Projektionsstrahlen. Die in 
Erkl. 79 besprochenen Uebergänge über die 
Fluchtpunkte fallen we^, und im Winkel B^DB^ 
und seinem Scheitelwinkel A^DÄ^ hat man 
gleiche Bewegungsrichtung der entsprechenden 
Punkte zum Trägerschnittpunkt (beide hin oder 
beide her), im Winkel ^^P^, und seinem 
Scheitelwinkel Ä^DB^ ungleiche Kiehtung zum 
Schnittpunkt (eine hin, die entsprechende fort); 
und der Scheitel 8 liegt, wenn auch unendlich 
fem, doch wieder im letzteren Winkelraume. 



auch Dy,^ = Fi,2 wird, denn dieser Punkt 
wird projiziert durch den ParalioLBtralil zu 
t^ durch Sj welchem sowohl der Bachstabe 
d eüBf zukommt. Die Buchstaben (rj und (?, 
fallen ganz weg, da jeder Punkt von t^ un- 
endlich fem liegt, also jeder Punkt von /, 
einem unendlich fernen Punkte von t^ ent- 
spricht, und jeder Strahl durch S als mit f^ 
parallel anzusehen ist. 

2. Wenn S unendlich fem liegt (Fig. 55 b), 
so wird S zu einem Parallelstrahlenbfisi^eL 
Dann bleibt Dj,^ unverändert, dagegen gibt 
es durch S nur einen Parallelstrahl sowohl 
zu t^ als ^2) nämlich die nnendlicb ferne Ge- 
rade selbst. Diese trifft aber sowohl ^| als 
t^ in ihren unendlich fernen Punkte, so 
dass jeweils der unendlich ferne Pnnkt 
der einen Punktreihe dem unendlich 
fernen Punkt der andern Punktreihe 
entspricht, also F^ = (tj, F^ = G^ 



Aufjgabe 58. Dieselbe Aufgabe fßr par- 
allele ^äger /, II t^ zu behandeln. 

ErkL 251. Die Figuren 55b und 56 ab 
sind besonders geeignet zum Nachweis, dass in 
der projektivischen Verwandtschaft Kongruenz 
(und Aehnlichkeit, siehe Erkl. 252) als spezieUe 
Fälle enthalten sind. Wird nämlich in Fig. 55 b 
die Parallelrichtung nach S zur Halbierungs- 
geraden des Winkels A.DB^ — oder in Fig. 56 a 
der Scheitel S unendlicn fem — oder in Fig. 56 b 
der Punkt S zu einem Punkt der Mittelpar- 



Anfl5snng. Wenn die Träger ^^ und (, 
parallel sind, so ist ihr Schnittpunkt un- 
endlich fern, also fällt ^^2 ^^ ^i zosammen, 
wie in Figur 57. Zugleich wird aber der 
Projektionsstrahl SF^ ebenfalls paralld /. 
und ^2 1 ^0 fallen in demselben unendlich 
fernen Punkte zusammen die sonst getrennten 
sechs Punkte: 

D^ = D^ ==, F, =z F^:=^ a^ = Gr 
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Figur 56 a und b. 
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alielen von t^t^, so werden die Abschnitte 
zwischen je zwei Punkten auf ^, kongruent 
mit den Abschnitten zwischen den entsprechen- 
den Punkten auf ^,, und zwar in Figur 56 a 
mit gleichlaufender und in Figur 56 b mit un- 

f leichlaufender Parallelität der kongruenten 
trecken. 

Erkl« 252. DieAehnlichkeit entsprechen- 
der Strecken ist in den drei Figuren 55 b, 56 a b 
schon ohne weiteres Torhanden. In allen dreien 
Terhält sich: 

A^B^\B^P^\P^Q^: .. = J,B,:B,P,:P,e,: .. 

oder: 

^Bj:^,5, = ^,P,:^,P, = P,ft:P,ft=.. 

Dazu kommt noch in Figur 66 a b die Propor- 
tionalität der Abstände vom Scheitel: 

A^S'.B^a.P^SiQ^Si ... 

= A^S.B^S\P^S\Q^8: ... 

oder: 

A^Si A^S = B^S: B^8 = P^SiP^S =: Q^S 

Für beide Figuren 55 und 56 ist zu merken, 
dass man die Aehnlichkeit projektivi- 
scher Punktreihen daran erkennt, dass 
die unendlich fernen Punkte beider 
Beihen homologe Punkte sind. 



Befindet sich nun dabei S ausserhalb des 
Parallelstreifens t^t^f so sind beide Punkt- 
reihen gleichlaufend, befindet sich da- 
gegen S innerhalb des Parallelstreifens, so 
sind beide Punktreihen ungleichlaufend 
(Figur 56 a und b). 

Auch in diesem Falle paralleler Träger 
könnte man die beiden Einzelfälle der vorher- 
gehenden Aufgabe 57 eintreten laisen, dass 
nämlich t^ oder ^S^ ins unendliche gesdioben 
wurde, also t^ zur unendlich fernen Geraden 
gemacht würde, oder S zu einem Parallel- 
strahlenbfischel. Im ersten Falle entsteht 
Fig. 55 a sowohl aus Fig. 56 a als Fig. 56 b, 
im letztem Falle entsteht die neue F^r 
aus 55 b, wenn man Punkt i>|,2 etwa auf t^ 
ins Unendliche schiebt, oder aus Figur 56 a, 
wenn Punkt S ins Unendliche geschoben 
wird (aber nicht aus Figur 56 b). 



Aufgabe 59. Wie werden in der Pla- 
nimetrie die Aussagen der Erkl. 251 und 
252 bewiesen? 



Auiigabe 60. Warum kann Figur 55 b 
nicht aus Figur 56 b entstehen? 



Aufgabe 61. Es seien gegeben die Träger 
zweier projektivischen Punktreihen, von denen 
man weiss, dass sie in perspektivisoher Lage 
seien. Wieviele Bestimmungsstticke sind noch 
nötig, um zu jedem Punkte der einen den 
entsprechenden der andern angeben zu können, 
— und wie geschieht dies? 

firkl. 258« Durch ein Paar entsprechender 
Punkte zweier perspektivisch liegenden projek- 



Aufloiung. Wenn man weiss, dass die 
beiden Punktreihen perspektivisch liegen, so 
müssen beide Beihen die Schnitte desselben 
Strahlenbüschels sein, und durch den Schnitt- 
punkt der Träger ist ein sich selbst ent- 
sprechender Punkt Z>j,2 gegeben. Man muss 
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Figur 67. 






iß 


5 


oo 








^'*'*"^*^« 


e^ 



h l\^ A 'r 



tivischeB Ponktreihen ist eine Gerade durch 
den Sdieitel 8 gegeben. Der Schnittj^unkt bei- 
der Reihen bildet aber ebenfalls ein solches 
Paar: and durch ihn als Doppelpunkt 2>,^ gehen 
Verbindungsgeraden von D, mit Z>, nach allen 
Richtungen mn. Eine einzige dieser Geraden 
nur p^eht durch den Scheitel, und eben diese 
allem ist im vorliegenden Falle als Verbin- 
dungsgerade von 2>j und 2>, aufEufassen. Um- 
gekehrt kann aber die Bestimmung des Schei- 
tels ganz unabhängig von D,,, vor sich gehen, 
denn unter den ^üntliehen Strahlen durch 2> 
findet sich immer einer, der durch den Punkt 
S geht, wo dieser auch seine Lage finden mag. 



ErkL 254« Da sich später zeigt, dass bei 
schiefer Lage drei Paar homologer Punkte 
erforderlich sind zur Herstellung der Verwandt- 
schaft, so sieht man, dass die Eigenschaft per- 
spektivischer Lage gerade ein Ptmktepaar (den 
selbstentsprechenden Schnittpunkt) ersetzt. 



also, um weitere homologe Punktepaare an- 
geben zu können, den Scheitel jenes Bflschels 
auffinden können. Dazu gehören zwei Ge- 
rade, welche durch diesen Scheitel gehen, 
also sind erforderlich zwei Paar homologe 
Punkte beider Reihen, d. h. zwei Ponkte 
der einen Reihe und die beiden ihnen ent- 
sprechenden Punkte der andern Reihe. Die 
Verbindungsgeraden der beiden Punktepaare 
liefern als Schnittpnnkt den Scheitel, and mit 
dessen Hilfe kann man dann zu jedem wei- 
teren Punkte der einen Reihe den homologen 
finden, indem man seinen Verbindungsstrahl 
mit S zum Schnitt bringt mit dem andern 
Träger. Man erlitt also die Aassage: 

Satz. Bei perspektivischer Lage 
ist die projektivlsche Verwandtschaft 
zweier Punktreihen mit gegebene Trä- 
gem schon durch zwei Paare zu- 
geordneter Punkte ehideutig fest- 
gelegt. 



Aufgabe 62. Dieselbe Angabe mit den 
Einzelföllen der Figuren 55 und 56 zu ver- 
gleichen. 



Aufgabe 63. Man soll Antwort 27 und 
Figur 15 und 16 für unendlich ferne Elemente 
durchführen. 

Erkl. 255. In der Figur 58 a ist die eine 
Richtung nach ao<S', durch einfache, die an- 
dere Richtung nach oo S', durch zweifache 
Pfeilspitze an den Geraden angedeutet. Im 
ersten Falle, wenn S^ über den obern Rand 



Auflösung. Von den Elementen der 
Figuren 16 und 17 (s. unten 60 und 61) 
können ins unendliche verlegt vrcorden: 

1. einer der Büschelscheitel, oder 

2. beide Büschelscheitel, 

(3. die Pnnktreihe t, siehe die folgende 
Aufgabe 64). 
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Fignr 68 a und b. 
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der Zeichnung ins Unendliche verschoben ge- 1. Liegt einer der Büschelscheitel, 
dacht wird, hat man für a^\c^ Umlaufsrich- etwa S^ im Unendlichen, so wird Büschel S^ 
tnng gegen den Uhrzeiger, im andern Falle, zam ParaUelstraMenbüschel durch die Punkte 
wenn S*, über den nntern Band der Zeichniuig ^ Pnnktreihe /, welche von den Strahlen des 
ins ünendUche yerschoben gedacht wird, hat m.^i. JJT <? V«« J^i.i,nU*o« « Jj^r/S«:^^^^ 
man für denselben Umlauf «i^^?. Richtung mit Bttsclieto^i ausgeschnitten werden (Fig. 68 a); 
dem Uhrzeiger. In der prakrischen Verwen- Verbindungsgerade rfi,. der Scheitel 
dnng von ParaUelstrahlenbüscheln f&llt aber S.S^ ist die ParaUele nach S^ durch ^S^.. 
beiderlei Unterschied fort, indem man den Durch- Wfthrend f^ wieder der Parallelstrahl durch 
lauf des Panülelstrahlenbfischels vornimmt, wie S^ zu t ist, wird f^ zur unendlich fernen Ge- 
den Durchlauf einer Punktreihe, ISngs deren raden selbst, weil S^ und F im Unendlichen 
der Parallelstrahl gleitet, 1. B. ABC auf i in uegen. Dagegen kommt eine andere Unter- 
mi-iguröSa. Scheidung des aUgemeinen Falles hier in 

Wegfall, nämlich die Rücksicht gleicher 

oder ungleicher Durchlaufnngsrich« 

tung beider Büschel. Denn in der Richtung 

^i^i^i ^^^ '^1 durchlaufen gegen die Uhr- 

Erkl. 256, Auch in Figur 58 b Ist durch zeigerdrehung, der Pariülelstrahlenbüschel S^ 

einfache und zweifache Pfeilspitze angegeben, ^ber wird in der Richtung a^\c^ durch- 

dass man in zwei verschiedenen Richtungen laufen mit oder gegen den Uhrzeiger, je nach- 

nach demselben unendlich fernen Punkte 5^ dem man den Scheitel als 5, in der einen oder 

oder S\, S, oder S"^ gelangen kann; hierüber als ^S'^ in der andern Richtung im Unendlichen 

gut dasselbe wie in Erkl. 265. Man wird im annimmt, d. h. auf ent^regengesetzter oder auf 

allgemeinen zwei ParalleUtrahlenbttschel als gleicher Seite wie S. von der Punktreihe /. 

gleichlaufend annehmen oder nicht, wenn die ^ _, v .j «ü 1. ^ v .^ 1 . 

von ihnen auf demselben Träger ausgeschnitte- 2. Liegen beide Büschelscheitel im 

nen Pnnktreihen gleichlaufend sind oder nicht. Unendlichen, so erhält man zwei Parallel- 

strahlenbüschel S^S^, deren entsprechende 
Strahlen einander in den Punkten der Reihe 
auf dem Trflger t schneiden (Fig. 58 b); Ver- 
bindungsgerade r/j,2 beider Scheitel ist 
diesmal die unendlich ferne Gerade selbst, so 
Ei^L 2o7. Da man im Unendlichen nur dass der Schnittpunkt D des gemeinsamen 
eine einzige Gerade, aber auf dieser viele Punkte Strahles beider Büschel und der Reihe t 
hat, 80 war es in Aufgabe 57 nicht möriich, zagammenftUt mit dem unendüch fernen 

m/n wnhi\L?hiVf« A?^^^^^^ I^n^kte F, wie auch umgekehrt derParaUel- 

men, wem aber nier in Aufgabe 00, aass oeiae _. ,1 /. L t> ix iu ^ •* j ..^«jis^u 

Scheitel ins Unendliche kommen. Dort wären ?«*" /"zur Punktreihe t mit dem unendlich 
beide Reihen zusammengefallen, wenn auch f, fernen Strahle öj,, zusammeniäUt. Ueber 
noch ins Unendliche verlegt worden wäre, hier cJi© Unterscheidung der Umlaufsrich tun - 
bleiben beide Scheitel wohl getrennte Punkte gen beider Büschel gilt dasselbe wie zuvor: 
der unendlich fernen Geraden. gleichlaufende Büschel entstehen mit Schei- 

teln S. und S^ oder S\ und S\^ ungleich- 
laufende mit Scheiteln S^ und S\ oder S\ 
und 8^, 
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Figur 59 a and b. 
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Aufi^abe 64. Dieselbe Aufgabe für un- 
endlicb fem liegende Träger zu behandeln. 

Auflosung. Wählt man für t die nnend« 

Erkl. 268. Da man jede Qerade als Ge- lieh fem liegende Gerade, so schneiden ein- 

samtheit ihrer beiden Halbstrahlen ansehen muss, ander je zwei entsprechende Strahlen beider 

so könnte man die nebenstehende Unterschei- Büschel im Unendlichen, d.h. sie sind par- 

dnng der Figuren 59 a b fto unnötig und beide j^^ j ^^^ ^ann man die Elchtung der 

Figuren 59 für die gleiche Figur ansehen, wozu ^2^^^;^JzT^^rJT^^^ ^^Ivä^ to 

sieauchfttrsAugewlrden,we£nmandieStrahlen zugeordneten Halbstrahlen in beiden Bu- 

jedes Büschels Ä und S- beidemal nach bei- schein entweder so wählen, dass dieselben 

den Seiten auszieht. Wenn aber dadurch der gleichgerichtet oder entgegengesetzt gerichtet 

Unterschied in Figur 59 auch Tersehwände, so parallel werden (Figur 59 ab). Der ge- 

mttsste derselbe gleich wieder hervorgeholt meinsame Strahl beider Büschel d^^ ist 

werden, wenn jeder, der Büschel von einer jedesmal dieselbe Gerade, wird also in jedem 

(geraden oder krummen) Pu^treihe ge- ^er beiden Büschel in einer bestimmten Bich- 

schmtten würde. Man müsste dann zu den ^ Scheitel aus gesehen: Ist diese 

Schnittpunkten der einfach gestrichenen piltfn^T^o« ^7 -^^ 

HalbstÄhlen von Ä zuordnen entweder Richtung bei c^,, oder sonst em^ Paar e^^ 
die Schnittpunkte aller einfach gestrichenen ßprechender Halbstrahlen beidemale die gleiche 
Halbstrahlen von 5., oder aller zweifach Bichtung, dann süid alle homologen Halb- 
gestrichenen. Man läme zu ^;ftnzlich falschem strahlen gleichgerichtet, ist dieselbe bei d^^ 
Ergebnisse, wenn man bald die eine, bald die oder sonst einmal die entgegengesetzte, dann 
andere Richtung eines Halbstrahls zur Er- sind alle homologen Halbstrahlen entgegen- 
zeugung der Punktreihe verwenden wollte. gesetzt gerichtet; denn gleiche Umlaufs- 

ErkL 259. Die Figuren 58b und 59 ab richtung müssen beide Mschel jedenfalls 

zeigen wieder, dass die Kongruenz als beson- haben, da ja die unendlich ferne Gerade nicht 

derer FaU der Projektivi tat entsteht : In Fig. 58b zwischen den Scheiteln hindurchgehen kann, 

entstehen kongruente Pw^Uelstrahlenbüschel, ^ beiden FäUen aber treffen einander ent- 

S?^^, f^\?^'*^\Sl^^J^."^^„®.^ ^^^^^^ Halbstrahlen im gleichen 

Pärallelnchtungen halbiert, in Figur 59 a und b ^f T 4^^ j ax«wwom<»u«5u aux 6 * '^ * ^ ^ 

hat man stets longrnente Büschtl , da je zwei Punkte der unendlich fernen Geraden: sei 

Paare homologer Halbstrahlen (wegen gleich- ^ »^^ beidemale <x>A,B,C-" (Fig. 59a) 

oder ungleich-gerichteter paralleler Schenkel) oder das eine Mal oo^, B, C, das andere 

gleichen Winkel büden. Mal od^', cx>5', odC (Figur 59 b). 

Aufgabe 66. Welche Eigenschaften 
müssen kongruente Strahlenbüschel 
besitzen? 



Aufgabe 66. Wie werden die Aussagen 
der Erkl. 259 planimetrisch bewiesen? 
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Fignr 60. 
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Anfji^abe 67. Es seien gegeben die Scheitel 
zweier projektivischen Stitühlenbüschel, von 
denen man weiss, dass sie in perspektivischer 
Lage seien. Wie viele Bestimmnngsstäcke 
sind noch nötig znr Konstruktion aller zu- 
geordneten Strahlenpaare? 

Erkl. 260* Durch Auffindung des Trägers t 
findet man auch den Punkt auf dem gemein- 
samen Strahl otp^, welcher als Schnittpunkt von 
d^ und d, zu gelten hat, während im allgemei- 
nen Falle jeder Punkt auf c2,„ als Schnittpunkt 
angesehen werden konnte. — Man wiederhole 
hier überhaupt fttr die Strahlen der Bttschel, 
was in Erkl. 263 und 254 ttber die Punkte 
zweier Beihen angegeben wurde. 

ErkL 261. Da bei perspektivisch liegenden 
projektivisehen Strahlenbüscheln alle einander 
entsprechenden Strahlenpaare einander auf der- 
selben Geraden schneiden müssen, wo zwei 
Paare es thun, so erkennt man, dass wenn bei 
projektivisehen Büscheln in perspektivischer 
Lage zwei Paar zugeordneter Strahlen parallel 



AnflSsnng. Wenn man weiss, dass die 
beiden Strahlenbüschel perspektivisch liegen, 
so müssen beide Büschel Projektionen der- 
selben Punktreihe sein, und durch die Ver- 
bindungsgerade der Scheitel ist ein sich selbst 
entsprechender Strahl di,^ gegeben. Man 
mnss also, um weitere homologe Strahlen- 
paare angeben zu können, den Träger jener 
Pnnktreihe auffinden können. Dazu gehören 
zwei Punkte, welche auf dieser Geraden 
liegen, also sind erforderlich zwei Paare 
homologer Strahlen beider Büschel, d.h. 
zwei Strahlen des einen Büschels und die 
beiden ihnen entsprechenden Strahlen des 
andern Büschels. Die Schnittpunkte der bei- 
den Strahlenpaare Mefem als Verbindungs- 
gerade den Träger ^, und mit dessen Hilfe 
kann man dann zu jedem weiteren Strahle 
des einen BüscheLsi den homologen finden, 
indem man seinen Schnittpunkt mit t ver- 



Figur 61. 
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sind, dann alle homologen Strahlenpaare bindet mit dem andern Scheitel. Man erhält 

parallel sein müssen; denn jene Gerade ist eben die Aussage: 

die unendlich ferne. 3^^^ Bei perspektivischer Lage 

ist die projektivische Verwandtschaft 
zweier Büschel mit gegebenen Scheitdn 
schon durch zwei Paare zugeordneter 
Strahlen eindeutig festgelegt. 



Aufgabe 68. Dieselbe Aufgabe an den 
Einzelfällen der Figuren 58 und 59 durch- 
zuführen. 



Figur 62. 







Aui^abe 69. Man zeige, dass in Fig. 62 
eine reciproke Verwandtschaft innerhalb der- 
selben Ebene mit dem Entsprechen der Punkte 
A und X und der Geraden a und x her- 
gestellt werden kann durch die Keihenfolge 
folgender projektivischen Beziehungen in per- 
spektivischer Lage: 

jp A h A gu A 4 A *a A ^» 

wobei Af Xj S als B&schelscheitel, a^ x, t 
als Pnnktreihenträger anzusehen sind. 

Erkl. 268. Nebenstehende Auflösung löst 
dieselbe Aufgabe, welche in Aufjgabe 65 durch 
räumliche Beziehungen behandelt wurde, in 
lauter ebenen Konstruktionen. Fbenso wie 
dort geschehen, wählt man beliebig die bei- 
den Punkte A^ X und (wechselseitig durch 
die beiden Punkte gehend) die denselben ent- 
sprechenden Geraden a, x — dazu willkürlich 
einen Projektiousscheitel — in Aufgabe 55 den 
räumlich gelegenen, in Figur 62 einen der in 
gleicher Ebene gelegeneu Scheitel S^, S\, 8*\. 
Die Wahl von Ä^ allein bestimmt ^,, S\, S'\\ 



Auflösung. In Figur 62 erhält man 
durch die vorgeschriebene Reihenfolge von 
Verwandtschaften als entsprechenden Strahl 
zum Punkt A die Gerade a, zum Punkt X 
den Strahl x^ und umgekehrt zu a den Punkt 
A, zu x den Punkt X Soll zu einem be* 
liebigen weiteren Element der Ebene das 
entsprechende gesucht werden, so unter- 
scheidet man, ob es ist 1. eine Gerade durch 
A oder X, 2. ein Punkt auf a oder x^ 3. ein 
Punkt ausserhalb a und o?, 4. eine Gerade 
ausserhalb A oder X\ die beiden letzten er- 
geben sich aus den beiden ersten. 

1. Für eine beliebige Gerade w durch A, 
z. B. A P, findet man zunächst auf t^ einen 
Punkt H^i, projiziert diesen aus S\ durch 
einen Strahl u\ nach der Punktreihe t^ m 
den Punkt TF^, und endlich letzteren Punkt 
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zu je zweien zusammen bestimmen S\ S'\äie W^ ans S^ darcb einen Strahl w^ nach der 

5,f„ s;, t, die S'' 5,, S'\ t, die S\ 8^, Wfth- Punktreihe a in den Punkt W. Dieser Punkt 

rend aber 5, für beide Entwicklungen (aus A j^ -^^ ^^ entsprechende Element zur Ge- 

auf a und aus X auf x) gebraucht wird , so -«^on tc 

ist S\ nur zu verwenden fttr die Entwick- "*''"• 

lung aus A oder auf a, S'\ nur zu ver- 2. Ffir einen beliebigen Punkt auf ar, z.B. 

wenden für die Entwicklung aus X oder auf x. Pankt />, findet man zunächst aus S^ einen 

Projektionsstrahl d^ schneidet diesen mit t^ 

Erkl, 2«8. An Stelle der beiden ersten im Pnnkte D^ projiziert D« aus S*' durch 

EntwickluMen nebenstehender Auflösung hfttte ^hien Strahl d, nach der Punktreihe t, in 

man auch die beiden entgegengeset^n nehmen ^^^ p^^ ^ \^^ ^^ ^ ^^ zugehörigen 

können, nämheh d statt u? und TT statt i>. Qt^M^T^i^-^TM-M^X y- «la I«*a^^ 

Dann wäre entsUnden: aus X Strahl d, auf <, °?»^ ^ *®« Büschels X als entsprechendes 

Punkt D„ aus S''^ Strahl <«., auf <, Punkt />„ Element zum Punkte D. 

aus & Strahl d„ auf x Punkt D. umgekehrt: 3. Um das entsprechende Element zu einem 

auf a Punkt W, aus S, Strahl ir,, auf «, Punkt beliebigen Punkte ausserhalb a und x 

^\J!^y ^'* ^^ •^*' ^ü^lt\ K^^^ ^" *^ zii finden, z. B. zu P, zieht man die beiden 

A Steihl ic. Und so entsteht die sog. reci- strahlen i^ = .4Pund ef = XP, sucht deren 

proke Verwandtschaft, indem jedem Punkt Ji ^ u ^ S uT rar -«^ n ««^Muhu 

eine Gerade, jeder Geraden ein PunSt entspricht, entsprechende ^r^t^W und £, und erhält 

wner Punktreihe ein Strahlenbüschel, und um- ^ «l» entsprechendes Element für den Punkt 

irekehrt. Aber diese reciproke Verwandtschaft P die Verbindungsgerade i> = TTi), nämlich 

ist zugleich eine projektivische, denn da den Schnittpunkt der Strahlen w und d. 

jedes fo^de Gebilde nur durch eine Beihe 4, xjm das entsprechende Element zu einer 

von Projeküonen aus den vorhergehenden ent- beliebigen Geraden ausserhalb ^ und JS: 

steht, so müssen auch die Punktreihen projek- "^"^^*ß'^" ^^x^uci* »««o««».» **""* 

tivisch sein zu ihren zugeordneten Strehlen- ^^ ^}^\ «-ß- «^^» schneidet man i> mit 

büscheln, und jeder Strahlenbüschel projektivisch « und ar in den Schnittpunkten W = {ap) 

zu seiner homologen Punktreihe. und Z> = {xp\ sucht die entsprechenden Ge- 
raden io und d dieser Schnittpunkte, und 

Erkl« 264« Von jedem der beiden Büschel erhält als entsprechenden Pankt für die Ge- 

A und X sind in der ursprünglichen Figur rade p den Schnittpunkt P= {wd), nämlich 

schon drei Strahlen vorhanden , ebenso auf ^je Verbindungsgerade der Punkte TT und i>. 

jedem der Trfiger a und x drei Punkte. Es ^ 
liegt daher die Frage nahe, deren entsprechende 
Elemente auizusuchen. Man hat der Beihe 
nach wie in der vorigen Erklärung: 

Büschel A Beihe t^ Büschel S\ Beihe ^„ Büschel S, Beihe a 

-►Strahl X, Punkt {xt^), Gerade a, Punkt X, Gerade 6, Punkt X ^ 

-«►Strahl y, Punkt 5„ Strahl y, Punkt A, Strahl y, Punkt S', = r <- 

->Strahl «, Punkt (<,«), Strahl r(/,^,), Punkt (<,<,), Strahl <„ Punkt (a/,) = Z<- 



zu lesen von links nach rechts oder auch von rechts nach links. 

Ebenso hat man der Beihe nach: 

Büschel X Beihe t^ Büschel S*\ Beihe t^ Büschel 8^ Beihe x 

-•-Strahl a, Punkt (a^,), Gerade ar, Punkt A, Gerade y, Punkt A <- 

-►Strahl t, Punkt S„ Gerade h, Punkt X, Gerade 6, Punkt S*\ ^ B <- 

-►Strahl c, Punkt (f,c), Strahl B (<,<,), Punkt (/,<,), Strahl <„ Punkt (o:^,) = C -«- 

ZU lesen von links nach rechts oder auch von rechts nach links. 

Tu der That entsprechen einander also die Punkte A^ X und die Strahlen a, x; dem iden- 
tischen Strahl gf c die identischen Punkte Z, C rUckwärts und vorwärts. 



Aufjgabe 70. Auch zu anderen vorhan- 
denen Elementen der Figur 62 die ent- 
sprechenden Stücke aufzusuchen. 



Aufjgabe 71. Zu beliebigen weiteren 
Punkten und Geraden die entsprechenden 
Elemente nach Figur 62 zu konstruieren. 
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Aufgabe 7S. Zwischen den Anflösongen 
der Aufgaben 55 und 69 soll Uebereinstim- 
mung hergestellt werden. 



Figur 63. 




<i A S A h- 



Anfjgabe 73. Man soll aus Figur 63 die 
Hauptsätze über perspektivische Dreiecke 
derselben Ebene herleiten. 

Erkl* 265« Streng genommen hat man die 
gemeinsame Voraussetzung nebenstehender Be- 
weise dahin auszusprechen, dass die gezeich- 
neten Figuren nach dem Aufklappen als 
Bilder von vorherigen zu erscheinen haben. 
Denn wenn die Dreiecke A^B^C^ und Ä^B^C^ 
vorher so aussehen, wie in der Figur, so 
würden sie durch das Aufklappen ihre Figur 
ändern müssen. Man betrachtet also die ge- 
zeichnet vorliegenden Dreiecke Ä^B^C^ und 
A^B^O^ als diejenigen Figuren, welche nach 
dem Aufklappen zur Erscheinung gelangen, 
also vor dem Aufklappen vielleicht anders 
ausgesehen haben mögen. 

Erkl. 266. Man kann auch je den einen 
dieser beiden Beweise durch indirekte Be- 
weisführung auf den andern zurückführen, 
etwa in folgender Gestalt: 

1. Würden die Strahlen A^A^, B^Bi, C^C^ 
durch den Punkt S gehen, aber der Schnitt- 
punkt E* nicht mit E auf der Kante q zu- 
sammenfallen, so könnte man ein anderes Drei- 
eck A\B\C\ erhalten, welches diese Eigen- 
schaft erfüllt und den Schnittpunkt E auf der 
Kante q liefert. Nach dem zweiten Satze 
müssten für dieses Dreieck aber ebenfalls 
A\B\C*.2 die Durchbohrungspunkte der Strah- 



AuflSsung. Die beiden Hauptsätze über 
perspektivische Dreiecke sind folgende: 

Satz a. Wenn zwei Dreiecke in 
einer £bene so liegen, dass die 
Verbindungsgeraden entsprechen- 
der Eckpunkte durch einen Punkt 
gehen, so liegen auch die Schnitt- 
punkte entsprechender Seiten auf 
einer Geraden. 

Satz b. Wenn zwei Dreiecke in 
einer Ebene so liegen, dass die 
Schnittpunkte entsprechender Sei- 
ten auf einer Geraden liegen, so 
gehen auch die Verbindungsgera- 
den entsprechender Eckpunkte 
durch einen Punkt. 

1. Zum Beweise des ersten Satzes denke 
man sich die beiden Dreiecke Ä^B^C^ und 
Ä^B^C^ in verschiedenen Blättern %^i^ 
auf derselben Ebene, klappe die beiden Blätter 
um eine (zunächst unbestimmt bleibende) 
Kante auseinander und betrachte den Punkt 
8 als räumlichen Scheitel, durch welchen 
die Dreiecke A^B^Ci und A^B^C^ aufein- 
ander projiziert werden. Dann liegen in der 
Ebene SA^B^A^B^ die Kanten A^B^ und 
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len von S nach A^B^C^ Bein, also mnss das A^B^ und treffen die Kante der beiden 

Dreieck A*B'^C\ mit dem Dreieck A^B^C^ Ebenen in denjenigen Punkte K, den die 

und folglich auch Punkt E mit E* identisch gante mit der Ebene SAB gemeinsam hat, 

sein. — also treffen sie auch einander auf dieser 

2. Würden EHR auf q die Schnittpunkte Kante. Das gleiche gut von B.C. und B.C^ 

entsprechender Seiten sein, aber A,A^,B,B^ ^^^^ ^^^ ^^^^ ^^ ^^^^^ ^1^^ treffen ein- 




ersten Satze mflssten äann ^fttr dieses Dreieck selben Kante q der beiden Blätter e^ und £2* 

die Schnittpunkte OTt^rech^der Seiten eben- ^ gum Beweise des zweiten Satzes denke 

falls die Punkte ^ÄJT der Kante ^ sein, also . j^ ^^ ^ .^ Dreiecke in ver- 

muss auch dieses Dreieck A\B*^ C\ mit ^.B-C», T^, ^ ^^^^zr. ~^ u^5*w3u a^x^cväc *" ^^* 

die Strahlen A,A^, B,bJ\ C.cl mit A.A'l schiedenen Blättern auf derselben Ebene 

B^ B\, C, C", identwch sein, also alle drei durch und klappe um die gegebene Verbmdungs- 

den einen Punkt S hindurchgehen. gerade der Schnittpunkte als Achse die 

Blätter auseinander. Dann liegen in einer 

ErkL267. WiU man auf die Ortsverän- Ebene die Geraden ^iJ^jA^^gJ^a, also liegen 

derung der Dreiecke >t,B,C,iuid^,B,C, selber auch in derselben Ebene die Verbindungs- 

^*,wJT**^^i®^'.^^^ ^®^®? der beiden Sätze geraden A.A. und B.B. und treffen ein- 
selbständig beweisen , so kann dies noch auf Z^. . .^^ PnnktP S Ferner liee-en in 
eine dritte Weise geschehen, wie in den folgenden •P'*®^ i? ®^°®^ J:'anJiie i:f. * erner liegen in 
Erkl. 268 und 269 geschieht, allerdings wieder «"»«f Ebene die Geraden B^C^HB^C^ Biso 
unter Anwendung räumlicher Anschauungen treffen emander in einem Punkte S dieser 
und unter Benützung dessen, dass durch Fig. 63 zweiten Ebene die Geraden B^B^ und C^C^, 
für perspektivische Dreiecke in verschiede- Ebenso liegen in einer Ebene die Geraden 
nen Ebenen die Bichtigkeit beider Sätze schon A^C^EA^C^, und es treffen einander in einem 
gezeigt ist. Beiden Beweisen liegt die Fig. 64 Ponkte S" dieser dritten Ebene die Geraden 

™ ?'ÄJ"7*^'^^'^'^\,^*^*]^"V?/«r» ^® ^1^ ^d CjCg. Nun sind aber die drei 
zn betrachtenden Dreiecke sind. Beide liefen ^.^ « A,l, B,B,, C.C, die Kanten der 
m gleicher Ebene, und mit ihnen die Punkte ^^*"**^ i rJr^ * v^iv/^ «lo ^«ut^i* «^* 
EBK und &V Dagegen ragen aus dieser Ebene genannten drei Ebenen, und die Kanten dreier 
hervor einmal die Gerade S^^S^S^, also auch ii- Denen gehen stets durch einen einzigen 
alle nach S^S^ führenden Geraden, und dann Ponkt, also müssen auch jene drei Punkte 
die drei Geraden KA^B^y EB^C^, HA^C^, <S 6" 5'' in diesem einzigen Punkte zusammen- 
weich letztere drei wieder in einer Ebene liegen, fallen, die drei Geraden Ä^A^, -^1^2» ^1^2 
Die Umrandungen der beiden Ebenen sind der gehen durch denselben Punkt. 
Deutlichkeit wegen in der Figur nicht an- 
gegeben, um allzu starke Anhäu£ng von Linien 
zu vermeiden. 

Erkl. 268. 1. Sind A,B,C^ und A^B^C^ Erkl. 269« 2. Sind A.B^C^ und A^B^C^ 

die beiden Dreiecke in gleicher Ebene, von die beiden Dreiecke in gleicher Ebene, von 

denen man weiss, dass A^A^, B^B^, C^C^ durch denen man weiss, dass die drei Schnittpunkte 

denselben Punkt 5^ hindurchgehen, so leg® man JT, E, H der Geradenpaare A^ B^ und A^ B,, 

durch 60 eine beliebige Gerade im Raum, B,C, und B^C^, A^C^ und A^C^ auf einer 

wähle auf derselben zwei Scheitel S^ und s,^ Geraden liegen, so lege man durch die Gerade 

und projiziere von ihnen aus bezüglich die EHK eine beliebige Ebene im Baume und 

Dreiecke A^B^C^ und A^B^C^. Dann liegen: projiziere auf dieselbe von einem beliebigen 

1. In derselben Ebene mit den Geraden so^s^ ^0 i™ Baume gelegenen Scheitel S^ das 
S^S\S^ und S^A.A^ auch die Geraden S^A, Dreieck A^B^C,, so dass in dieser Ebene ein 
und S.A^, schneiden also einander in einem Dreieck A^s^s entsteht. Dann sind AJB^C, 
Punktet. ^^^ -^^-^s^s '^^^ perspektivische Drei- 

o T- ^A^^^^w.^^ vu^^^ «;♦ A^^ fi^^A^r^ ©cJtö 1** verschiedenen Ebenen, und folglich 

2. In derselben Ebene mit den üeraaen ««„„^„ j^,^„ ^„i.„^,^„i,^„j«Q^;x ' /««,.u r»:^««. 
s,.S\^', und S,B,B, liegen auch die Geraden müsse» deren entsprechende Seiten (nach Fig. 63) 

.S^, und A schneiden also einander in f">{^^«' ^\^.«^^ /?^^« %^«' Geraden 

*^JL. P««v*I » "*-*"'?*"^" o" w« « vx treffen: also trifft ^j B« mit -4, Ä zusammen auf 

einem runKte if^ ^^^ ^^^^^ ^^^ ^^j^^^^ Ebenen in dem Punkte K, 

3. In derselben Ebene mit den Geraden ^o auch A^B^ hindurchgeht. Und hiernach 
S,S,S^ und 5foC,C, üegen die Geraden S,C, mnss nicht nur A,B^ mit A,B, und A^B^ 
und S^C^, schneiden also einander in einem ^^rch K, sondern ebenso auch Bj^C^ mit B^C^ 
Punkte C,. nnd BjC, durch E, C^A^ mit C^A^ und C.A^ 

Die drei Punkte Jj^BgCg bilden also ein im durch H hindurchgehen. Demnach sind auch 
Baume liegendes Dreieck, und dieses liegt wieder ^3^3 C^ und ^,K^C, zwei Dreiecke in ver- 
perspektivisch sowohl mit A^B^C^ als auch schiedenen Ebenen, deren entsprechende »Seiten 
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Figur 64. 



mit A^B^C^. Ersteres findet statt, weil die Yer- dnrch gemeinsame Pnnkte einer Geradea 

bindang£^eraden Ä^ Jg, B^ B^, C^ Cg dnrch einen hittdurcfijgehen, nnd folglich mttssen (nach Fig. 63) 

Pnnkt S^ gehen: nnd hat (nach Figur 63) zur auch die Verbindungsgeraden der entspredieii- 

Folge, dass die Schnittpunkte der Geraden den Eckpunkte ^^g, ^^Bg, C^C, durch ein» 

Ä^B^ und JgBs, B«C, und B,C,, C^Ä^ und Punkt 5, hindurchgehen. Verbindet man nsB 

C^Ä^ alle drei auf einer Geraden liegen die Punkte S^ und iS!, durch eine Gerade. 5o 

müssen. Letzteres findet statt, weil ebenso die liegen mit dieser Geraden in einer Ebene: 
Verbindungsgeraden ^^, ß,B„ C.C. durch i. Die strahlen S.A^Ä, und 6?, J,^„ »1^^ 

einen Punkt S gehen: und hat (nach Fig. 63) auch in gleicher Ebeie sX und Ä^A^ 

^J^YbZaTb i'^^^^^ «• Die Strahlen S,B,B, und Ä.B.B,, al.) 

rndVA'dref^aul^?^^^^ --^^ - ^^f^- Ebde \K -d hX , 
müssen. Es trifft also jedesmal die Gerade 8- ^i« Strahlen ä.\C,C, und S^C^C^, ^ 

A^B^ bezw. BjCg oder C,^, beide Geraden »^ch in gleicher Ebene S^S^ und C;6V 
A^B^ nnd ^«B, bezw. B,(7, und B^C^ oder Hiemach muss S^S^ die drei Genden i^i .^• 

C.^i und C,^,, ohne doch mit ihnen in einer ByB^^ C^C^ treffen. Diese liegen in einer 

Eoene zu liegen, folglich muss der Schnittpunkt Ebene, also kann ihr Schnittpunkt- mit >VS 

▼on ^sB, bezw. B^C^ oder C^A^ je mit den nur derjenige einzige Punkt sein, wo >!>• 

beiden andern mit dem Schnittpunkt dieser diese Ebene durchbohrt, und folglich mfisser. 

beiden zusammenfallen, und folglich liegen auch A^A^^ B^B^^ CjC, alle drei dnrch denselben 

die Schnittpunkte von A^B^ und ^,B,, B^C^ Schnittpunkt hindurchgehen, nämlich dea 

und B.2C2, C^A, und C^A>. auf dieser einen Schnittpunkt Sq der Geraden S^S^ mit der 

Geraden, nämlich der Schnittgeraden der Ebene. 
Grnndebene mit der Ebene des Dreiecks A^ B^ C3. 

Aufgabe 74. Wie lassen sich die Sätze 
der vorigen Aufgabe 73 verallgemeinern? 



Aufgabe 76. Man soll Analogien dieser 
vSätze in der Planimetrie aufsuchen? 
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Figur 65. 
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Aufgabe 76. Für zwei projektivisehe 
Ponktr^en in schiefer Lage sollen die Einzel- 
fälle der allgemeinen Figor 65 antersncht 
werden. 



ErkL 270. Wie schon in Erkl. 107 ange- 
führt wurde, sind von den zehn Paaren der 
Gebilde in Figur 65 sieben in perspektivischer 
und drei in tiefer Lage. Sollen aber zwei 
Gebilde in perspektivischer Lage sein, so 
können unmöglich ihre Träger in vereinigter 
Lage sein. Denn eine Puiätreihe kann von 
einem ihrer eigenen Punkte nicht projiziert 
Werden, ein Strahlenbüschel von einem seiner 
eigenen Strahlen nicht geschnitten werden ; und 
ebensowenig kann es emen Strahlenbttschel ge- 
beUf durch weichen zwei verschiedene auf bleichem 
TrSjger liegende Punktreihen aufeinander pro- 
jiziert werden, oder eine Punktreihe, durch 
welche zwei verschiedene durch gleichen Scheitel 
gehende Strahlenbüschel aufeinander projiziert 
werden. 



ErkL 27L Die vier einzelnen Fälle der 
vereinigten Lage: 

t^t^j oder t^S^t oder ^,S,, oder t^S^ und t^S^ 

geben nur dreierlei verschiedene Arten, da die 
beiden mittleren Fälle völ% gleichwertig sind. 
Während aber diese Einzemeiten hier nur als 
unwesentliche Abänderungen und etwa als Zu- 
fälligkeiten erscheinen mögen, so treten sie 
später als wichtige Besonderheiten auf, indem 
gerade der zweite und dritte Fall nebenstehen- 
der Auflösung im IL Teile des folgenden Bandes 
dieses Lehrbuches ganz selbständige Behand- 
lung erfahren muss (wenn eine Kurve durch 
Tangenten mit Berührungspunkten bestimmt ist). 



Auflösung. In Figur 65 ist: 

^ A ^i A 'o 7\ ^j Ä ^i' 
Dabei können als EinzelfiQle auftreten un- 
endlich ferne Lage einzelner Elemente und 
vereinigte Lage einzelner Elemente. Da aber 
ausser t^ 7\ ^s ^^ °^^^ ^^^^ Beziehungen 
in schiefer Lage vorhanden sind, so kann 
auch nur für diese die vereinigte Lage ein- 
treten. Man hat also die Möglichkeiten: 

1. t^ und t^ auf gleichem Träger 
(siehe unten Aufgabe 84). Dabei hätte jeder 
Punkt zweierlei Benennung zu erhalten, wie 
in Figur 65 bloss der Schnittpunkt D^E^» 

2. t^ und S^ oder Lmid S^ in vereinig- 
ter Lage, d. h. der Scheitel liegt auf der 
Punktreihe, die Punktreihe geht durch den 
Scheitel. Man hat also den Fall der Auf- 
gabe 53 und 54 (Figur 54). Und in die 
Figur 65 tritt an Stelle des allgemeinen Teiles 
jene besondere Beziehung ein. 

3. ^1 und S^ und gleichzeitig t^ und 
Si in vereinigter Lage, also S2 auf /^ 
und 5| auf t^ liegend, t^ durch 82 und (^ 
durch S^ gehend. 

4. Femer kann ins Unendliche verlegt 
werden t^ oder t^ oder Iq, wie in Aufgabe 57,1 
und Figur 55 a behandelt wurde oder in 
Aufgabe 64 und Figur 59. 

5. f^ und zugleich t^ im Unendlichen, 
also der vorige Fall 4 zusammen mit dem 
ersten Fall 1 der vereinigten Lage. 

6. S^ oder 8^ im Unendlichen, wie 
behandelt wurde in Aufgabe 57,2 und 
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Figur 66. 
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Erkl. 272. Ebenso treten auch die Einzel- Figur 55 b, sowie in Aufgabe 68,1 and 

heiten der unendlich fernen Lage einselner Figur 58a. 

Elemente später in besonderer Wichtigkeit her- „ « j « i «^i. o .•--. tt«^,p 

vor, indem bestimmte Kurven, z. bT Parabel ,. l ^^^"'^^^"'f^^^'K^f T^^w.^ 

stets durch Zuhilfenahme unendlich femer Ele- liehen, wie behandelt wurde In Aufga0663,2 

mente behandelt werden müssen. Und fOr die und Figur 58 b. 

späteren Untersuchungen bildet es eine beson- 8. U und zugleich S^ oder <, und zngleict 

dere Erleichterung, wenn ihre Art und Weise o j^^ Unendlichen, also die vorigen Fäüe 

schon durch die lier vorhegwide Behandlung ^^ ^ g zusammen mit FaU 2 der ver- 

im Einzelfalle vorbereitet worden ist. • ...i. t 

einigten Lage. 

1» 1.1 <!*«» r.. o^ . . :. V ^ 9. Weiter kann noch der Fall eintreten. 

FaiÄ'Jj^JSfn^ikÄ^^^^^ "^"iir^/h'^rr'"^ ^""'"^ 

kongruent sind, denn t,\\U ^nd S, im Un' ParaUele Träger haben, also: 

endlichen ergeben lauter Parallelogramme. Man hWU^ oder fJ|^o> oder t, ||^o< 

könnte daher diese Erzeugungsweise leicht be- ^ie in Aufgabe 58 und Figur 56 behandelt 

nützen, um zu gegebenen t^t^ nebst drei zu- ^^orde. 

geordneten Punktepaaren KAB die Vermitt- -^' », ,,, , , , *«, 

fungsglieder foS,S| zu finden. Denn die Ver- 10. EndUch kann von den genannte 

bindung z. B. von K^ mit K^ liefert den Punkt Fällen noch der eine mit dem andern n?feiw 

ifof durch welchen t^Wt^ zu legen, und die wie zusammentreffen. Ein solches Beispiel 

Richtung nach S,. Und S^ entsteht durch Ver- zeigt Figur 66, wo gleichzeitig S^ im to- 

bindung der zwei noch übrigen Punktepaare, endlichen und f|*|| ^o^ IM« Strahlen nach^', 

z. B. A^Ä^ und B^B^ Man kann sich also die gin^ daher alle paraUel, die Punkte /«i ^^ 

Punktreihe ^ sich selW paralld und k^^^^ j ^ ^ „ ^ zusammen in dem nn- 

huiübergeschoben denken, bis ein Punkt K, den ^ii-JiT i?~ td Ii ''**r^ , , " «:«.«ii<ir 

entsprechenden K, deckt, so dass die pinkt- f ^^^f , ^f^^"^ ^'^^v"' ^f^ ^ ^ 

reihen perspektivisch werden, und dann weiter h ^^d ^o treffen, und ebenso faUen zosammeo 

verfahren, wie bei Punktreihen in perspektivi- die Punkte F^ I^ auf t^ und die Strahlen Uh 

scher Lage. * durch S^. 

Aufgabe 77. Man zeichne zu möglichst 
vielen der in Aufgabe 76 angeführten Einzel- 
fälle die Figuren. 



Aufgabe 78. Welche Elemente von t^ 
und t^ sind geeignet, die übrigen Stücke der Auflösung. Wenn für Figur 65 g^^^ 
Figur 65 auffinden zu lassen? sind di^enigen Stucke von /, und t^ welcbe 
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Erkl. 274. Da die Elementepaare üj, J,,f ,, 
aaf den nrsprOnglichen Ponktreihen /, nnd f, 
durch keinerlei Eigenschaften sich von belie- 
big^en anderen Elementepaaren auszeichnen, so 
liefert nebenstehende Auflösung den Schlnss, 
dass dnrch drei beliebige Elementepaare zweier 
Pnnktreihen die projektivische Verwandtschaft 
hergestellt werden kann. Es fehlt nur an dieser 
SteUe noch der Nachweis, dass die so hergestellte 
Verwandtschaft eindeutig festgelegt ist, dass 
also gleiche Zuordnung von Elementen ent- 
stehen muss, welche Elementepaare man auch 
für HIK bentttzt: dieser Nachweis wird durch 
die harmonische Beziehung erbracht (siehe 
das erste Kapitel des folgenden IL Bandes der 
projektivischen Geometrie). 



^Q, «S'j und S^ finden lassen, so kann man 
die ganze Figar wieder herstellen. Dies 
sind aber: 

1. die Elemente K^ und K^, welche einen 
Ponkt von t^ und einen Strahl durch S^ er- 
geben, sodann 

2. die Elemente I^ und 1^, welche einen 
zweiten Punkt von t^ und einen Strahl dnrch 
S^ ergeben, und 

8. die Elemente H, und H^, welche je 
einen zweiten Strahl dorch 8^ und 8^, also 
mit den vorigen diese Ponkte selbst ei^eben. 

Also kann man aus den Elementepaaren 
^12^1^12 die Figur 65 voUständig auf- 
bauen. 



Aujjgabe 79. Man soll aus drei Paaren 
zngreordneter Elemente zweier Ponktreihen 
beliebig viele weitere zugeordneten Punkte- 
paare finden nach Aufgabe 78 oder nach 
Erkl. 273. 



Figur 67. 




^1 A ^1 A' ^0 A h A ^i* 



Aufjgabe 80. Für zwei projektivische 
Strahlenbfischel in schiefer Lage sollen die 
Einzelfälle der allgemeinen Figur 67 unter- 
sucht werden. 

ErkL 275s Fttr die nebenstehende Auf- 
l($sung gelten zum grössten Teil dieselben Be- 
merkungen, welche in den Erkl. 270 bis 272 
zu den projektivischen Punktreihen gemacht 
wurden. Auch sind die nebenstehenden Fälle 
ziemlich genau analog den ersten Fällen der 
Aufjgabe 76. Im fünften Falle ist ein Unter- 
schied in der Hinsicht, dass wenn zwei Punkt- 



Auflösung. In Figur 67 ist: 

^1 A h Ä ^0 Ä ^2 Ä ^r 

Dabei können als Einzelfälle wieder auf- 
treten unendlich ferne Lage und vereinigte 
Lage einzehier Elemente. Die letztere Be- 
ziehung kann nur vorkommen für die drei 
in schiefer Lage befindlichen Gebildepaare, 
so dass man also hat: 

1. 8^ und 8^ in gleichem Scheitel 
(siehe unten Aufgabe 85). Dabei hat jeder 
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reilieQ unendlich fem liegen, sie notwendig in 
veieinkter Lage aein müssen, wenn aber die 
Scheltd zweier StTahlenbflschel unendlich 
fem liwren, bo kBnnen sie sowohl getrennt 
liegen (Fall 6) ab auch vereinigt (Fall 6). 



S. und 8„ miteinander rerbnttpft werden , die 
Winkel der beiden zogeordneten Strahlen i, und 
i, halbiert, und da&s dabei auch die Strecken 
^J, = So 4- Dadurch wird (, znr Symmetrie- 
achse des Dreiecks S,T,S„, und da hierdnrch 
auch 8.K, =: S^Kf, so wird t^ Symmetrieachse 
beider Büschel s; nnd S^. also Büschel 8^ kon- 
grnent mit &,. Man kann daher diese Et- 
■engungsweise aacb wieder benutzen, nm z 
gebenen S, S; nebst drei zugeordneten Strablen- 
paaren iab die Termitttongsglieder ^t,l, 
finden. Denn der Schnittpunkt i. B. von 
liefert die Pnnktreihe (., gegen welche Sg an 
S; symmetrisch wird. Und t, entsteht durch 
Schnitt der xwei noch übrigen Strahlenpaare, 
E. B- a^Oj und baj>i- ^an kann sich also den 
StrahlenbDschel S. sich selbst kongruent so 
herübergehlappt denken, doss sein Strahl i. 
den Stmhl i. deckt, so dass also die Bflacbel 
Sgä, perspektiviBch liegen, nnd dann weiter- 
fohren wie bei Strahlen bttscheln in perspektivi- 
scher Lage. 



Strahl doppelte Benamnng, nicht bloss der 
Verbindongsstrahl tf, e^ wie In Figur 67 n. 68. 

2. 5, und (^ oder £', nnd f^ in ver- 
einigter Lage, wie schon in Aufgabe 76^. 

3. Si und L nnd zugleich S, and t, in 
vereinigter Lage. 

4. Unendlich ferne Lage können aof> 
weisen S, oder S^ oder S^ wie in Auf- 
gabe 76,6. 

5. 'S, nnd zugleich 'S', im unend- 
lichen, aber in Terschiedenen Ponktes 
der nnendllßh fernen Geraden. 

6. tj oder l^ im Unendlichen, wie in 
Aufgabe 76,4. 

7. S^ nnd zugleich t^, oder S^ und zu- 
gleich t, im Unendlichen, also in ver- 
einigter Lage. 

8. 'S^, and zugleich S^ im Unend- 
lichen, and zwar in Tereinigt«r Lage, d. h. 
im gleichen Punkte der unendlich fernen 
Oeraden (vei^leiche den ersten and ffinften 
Fall). 

9. ( II f,. 

10. Zusammentreffen ehizelner der vorigen 
Fälle miteinander; oder sonstige — besm- 
ders mit Hasseigenschaften verzapfte — 
Einzelheiten (vgl. Figoj 68 nnd Erkl. 2T6). 




Aa:^Bbe 81. Uan zeichne zu möglichst 
vielen der in Aufgabe 80 angefallen Einzel- 
falle die Figuren. 
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Ani^abe 82. Welche Elemente von S^ 

nnd ;9, sind djU5u geeignet nm daimt die Aiifl8«iiiiff. Wenn für Figur 67 diejenigen 

nbngen Stücke der Fignr 67 aufzufinden? gtücke vonl, und S^ gegeben sind, welche 

^0^1 ^8 finden lassen, so kann man die ganze 

Brkl. 277. Auch hier gilt, was in Erkl. 274 Figar wiederherstellen. Diese sind: 

m Aufgabe 78 angeft&hrt wurde. — Veigleicht i. die Elemente k^ und k^, welche einen 

man das Ergebnis mit Figur 68 und Brkl. 276, Strahl durch S^, und einen Punkt von t 

80 muss die Auffassungsweise entscheiden. Be- erireben 

SJ^SS vSeCfÄü^l'S^ei^! 2 die Elemente .-. unä i welche einen 

fache Operation ni, so wird Figur 68 in diesem zweiten Strahl durch b^ und einen Punkt /, 

Sinne nur zwei Operationen erfordern; ver- ergeben, 

meidet man Massbenehnngen, so wird das neben* 3. die Elemente h^ und A^, welche noch 

stehende Verfahren nach Figur 67 als weitaus je einen weiteren Punkt auf /^ und t^^ also 

einfacheres zu gelten haben, wenn es auch alle mit den vorigen Punkten diese Geraden selbst 

vier Operationen erfordert — aber ausschliess- ergeben. 

lieh linearer Natur. ^Ig^' YoLun man aus den Elementen 

^is*i9^i2 ^^^ Figur 67 volLitändig aufbauen. 



Ani^abe 88. Man soll aus drei Paaren zu- 
geordneter Elemente zweier Strahlenbfischel 
beliebig viele weiteren zugeordneten Strahlen- 
paare finden nach Aufgabe 82 oder Erkl. 276. 



Figur 69. 



.^ Ä/. .^i-. 

'- ^n\ X \U/ / 



h Ä ^1 7\ ^0 Ä ^« A <!• 






Aufgabe 84. Man konstruiere zwei pro - 
jektivisch verwandte Punktreihen auf 

gemeinsamem Träger. AuflSsung. Um zwei projektivisch ver- 
wandte Punktreihen auf gemeinsamem Trä- 

Erkl. 278. In Figur 69 ist Punkt D^E^ ger zu erhalten, denkt man sich am besten 

als Punkt von t^ zugeordnet zu 2), auf ^-, als diesen Träger als Doppelgerade, so dass die 

Punkt von f, zugeordnet zu E^ auf t^\ ebenso eine Gerade für die Punktreihe t^, die andere 

entspricht dem unendlich fernen Punkt t\ auf für die Punktreihe t^ als Träger dient. 

t, der Punkt F^ auf ^,; und diesem gleichen Nimmt man dann für jedeReihe einen Scheitel 

funkt /-,, au&efasst als Punkt L, auf <,, ent- gj^es projizierenden Strahlenbüschels S.S. 

rdt\^Äie^u^unS^^^ -^ ri'T Y'' -J-^^^T t'i 

f\ auf «7? demselben Punkt F„ auftefasat als ®"^« Punktreihe t^, so hat man durch die 

JDp entspricht i, auf u, und diesem Punkte Aufemanderfolge: _ _ 

wieder, au^efasst als £^, entspricht Punkt E^, t^ 'f\ 5, ~/\ t^ ~f\ 5, /\ t^ 
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Figur 70. 



4-äJfi 






V •<!> 






^i />^;r-/jr/4cr V 'x'^^' I 






• 



-' ■' i 



• / Ix 
; / i • 
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der selber wieder als Z), mit Z), zusammen- wieder t^ und /j in projektivische Beziehnng 

gehört. gebracht (siehe Figur 69 und 70). Dabd 

„ , 1 o«Ä « • u* j j- 1 u . treten dann wieder die besonderen Elemente 

«.t^^V;A^„fl5„Vnt^;p^^fi?JL/«i^^^" a«f. wi« in Figur 65, nUnüich J!- und Ö als 
entsprecnenden ruuKte m Figur 69 und ji. i j» t» L^ j -üi u*« i^-v 

70 entstehen müssen als die Schnittpunkte von «^endlich ferne Punkte und Fluchtpunkt« 

e,j mit % und mit dem Verbindungsstrahl 8, S^. ^«iaer Eeihen , H als Punkt auf dem Ve^ 

Doch haben vereinigt liegende Punktreüien bindungsstrahl S^ S^, 7 als gemeinsamer 

nicht jedesmal notwendigerweise zwei Doppel- Punkt der drei Panktreihen t-^^^. Dagegen 

punkte. Es können nämlich zwar nie mehr hat i>, ^ als gemeinsamer Punkt beider 

als zwei Doppelpunkte auftreten, wohl aber Reihen Lt^ keine ausgezeichnete Bedeutang 

etwa nur einer (wenn z. B. in Figur 69 die ^lehr, vielmehr ist jeder Punkt auf /„ 

y.fJ^^Äfrkl,-^V^ nlfv^Ä^^^^^ als doppelter Punkt aufzufassen: eimn^ 
oder aucn gar Keiner. Umgekehrt bildet esir»,^ ^ ^ . ± i.ji« 

aber eine besondere Aufgabe, zu zwei solchen »Is P^pkt von t^, der seinen entsprechenden 

vereinigt liegenden Punktreihen die etwa vor- auf t^ irgendwo sonst hat, — und einmal alB 

handenen Doppelpunkte aufzufinden, Punkt von ^j, der wieder seinen entsprechen- 

wenn die Zuordnung der Reihen durch andere den auf t^ sonst irgendwo hat: so in Fig. 69 

Punktepaare gegeben ist. Nach dem Bei- und 70 die Punkte DiE^, L^F^ (Fignr 70 

spiel der Figuren 69 und 70 können also solche auch E,L^. Nur ausnahmsweise kommt 

Reihen ohne Doppelpunkte mittels der ein- ^s vor, dass der Punkt von t, semen ent- 

zigen Punktreihe tf. nicht konstruiert werden, ^rx^^^\.L^Ai^^ ^i»^^,* «^« ^ »;^i.f <>/>nofar/v h^i 

wiil dort die Schnfttpunkte // und J - zwa^ sprechenden Punkt von <, nicht sonstwo hat» 

in einem Punkte zusammenfallen können, nie sondern im gleichen Punkte, dass also 

aber ganz verschwinden. Zu solchem Zwecke dieser Punkt em selbstentsprechender 

projiziert man nun etwa *, aus S, auf ^o. und Punkt oder ein Doppelpunkt, oder sich 

behandelt dann Iq und t^ selbst ausführlich wie selbst zugeordnet ist. Dies kommt vor 

in den früheren allgemeinen Fällen. in Figur 69 und 70 mit den Punkten H^ 

wi ^1 ««^ ^r , , ^T lind i,2. Dagegen unterscheiden sich die 

ErkL280. Von besonderer Wichtigkeit ist Figuren 69 und 70 dadurch, dass in der 
die Untersuchung der gleichlaufenden bezw. ° .. , .. PnnktrAihAn it ffleich- 

ungleichlaufenden Verwandtschaft der f"7^ die beiden l'unKtreiHen t^t^ gleicn 

Punktreihen auf gleichem Träger. Die Reihen- laufend, in der zweiten aber ungleich- 

folge der Elemente beider Reihen muss laufend auf dem gemeinsamen TrSger liegen, 
wegen der Projektivität in allen Gebilden selbst- 
verständlich die gleiche sein, nämlich in ^,, 
ö'„ /o, Sj, <, jedesmal AUEDILFG in Fig. 69 
bezw. ABHGLDIEF in Figur 70. Wenn 
man aber den Durchlauf der Elemente iu i^ 
und t^ in Figur 69 und 70 nach diesen Reihen- 
folgen durchmacht, so findet man in Figur 69 
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für t^ nnd f, jedesmal die Richtung von links 
nach rechts, also gleichlaufend, in Figur 70 
dagegen in f, ebenfalls von links nach rechts, in 
^ dagegen von reohts nai'ii links, also nn~ 
gleichlaufend oder entgegengesetzt. 
Die erste Art mnss entstehen, wenn 8, und S^ 
im gleichen Winkelraum (oder in Seheitel- 
winkelräumen) der Geraden f,, und ^^ liegen 
(Figur 69), die letztere Art, wenn S, und S^ in 
Nebenwinkelräumen von t^^ und t^ liee^en 
(Figur 70). In beiden Fällen entsprechen 
den Punkten einer Strecke H^ /, die Punkte der 
Strecke B^l^, aber bei gleichlaufenden 
Reihen der Innenraum dem Innenraum, 
Aussenraum dem Aussenranm, bei ungleich-- 
laufenden Reihen dagegen der Innenraum 
dem Aussenraum, der Aussenraum dem Innen- 
raum. 



Erkl* 281* Bei den gleichlaufenden 
Reihen der Figur 69 sind selbstentsprechend 
die Punkte ITj, und Jj,. Die Konstrnktions- 
weise zeigt, dass sowohl zwischen diesen beiden 
Punkten die Elemente von f, stets näher bei I 
liegen, wie die entsprechenden von ^j, als auch 
für die Strecke von I bis h\ bezw. / bis F,. 
Denn den sämtlichen Punkten von t^ zwischen 
H^ und I^ entsprechen die Punkte von t^ 
zwischen J7, und J,; den Punkten auf t^ 
zwischen I^ und F^ die Punkte auf t^ zwischen 
J, und Fji 8<> ^Ass zwischen B und I die Reihe 
t^ der Reihe t^ vorauseilt, zwischen I und F 
dagegen die Reihe f, hinter der Reihe t^ zurück- 
bleibt, denn den sämtlichen Punkten der unend* 
liehen Strecke J, F, entsprechen nur die Punkte 
der kurzen Strecke J, F^. Dagegen entsprechen 
den Punkten der unendlichen Strecke F^ G^ die 
Punkte der unendlichen Strecke F^ G^„ und dann 
wieder den Punkten der kurzen Strecke G^H^ 
die Punkte der unendlichen Strecke G^H^. Im 
einzelnen entsprechen natürlich den Punkten 
der Strecken: 

-ij JEfj, Hj^„ ^i-Dj, D^I^, I^L^y L^F^, ^fiv ^\^v 

die Punkte de/ Strecken: 

A^E^, H^E^, E2D2, DjI,, JjLj, XjFj, F^G^j G^A^, 

Je nachdem im vorigen Sinne die eine Reihe 
die andere zweimal, einmal, oder keinmal ein- 
holt, erhält man zwei, einen, oder keinen 
Doppelpunkt oder selbstentsprechenden Punkt. 



ErkL 282* Bei den ungleichlaufenden 
Reihen der Figur 70 sind ebenfalls selbst- 
entsprechend die Punkte Hj, und Z,,. Während 
also die Punkte von t^ den Träger durchlaufen 
in der Richtung von H^ nach rechts gegen i^, 
durchlaufen die entsprechenden Punkte von t^ 
denselben Träger von H^ nach links durchs 
Unendliche und auf der andern Seite wieder 
ins Endliche herein nach /,. Hier sind daher 
je zwei entsprechende Punkte beider Reihen 
vollständig getrennt durch die Doppelpunkte 
J7,2 Ji„ aber es entsprechen einander wieder im 
einzelnen die Strecken: 

-^i-^ii -^1-^1» -fl^i^it ^i-^if AA» AA» -^i-^i» 

und 

^B„ B,E^, H^G^, G^L^, L^D^, DJ^, I^E^, 

E^ F^j jT 2 A^, 

Aus der Fiffur selbst erkennt man, dass un- 
gleichlaufende Reihen auf gemeinsamem 
Träger jedesmal zwei Doppelpunkte 
haben müssen, weil die Punkte der einen Reihe 
beim Durchlauf der als geschlossene Linie auf- 
gefassten Geraden zweimal den entsprechenden 
Punkten der andern begegnen müssen. Denn 
einmal müssen die entsprechenden Punkte 
beider Reihen bei entgegengesetztem Durchlauf 
jedenfalls übereinander weggehen. Geht man 
aber von diesem einen Doppelpunkt nach beiden 
Richtungen auseinander, so kennen beiderlei 
Punkte diesen Doppelpunkt nicht wieder er- 
reichen, ohne sonstwo wieder einmal über- 
einander wegzugehen. Auch sieht man, dass 
in Figur 70 die Gerade S, S^ nie durch / gehen 
kann, wie in Figur 69. 



Aufgabe 86. Man soll vereinigt liegende 
projeküvische Pnnktreihen konstruieren 

a) mit einzigem Doppelpunkt, 

b) mit keinem Doppelpunkt. 



Aufgabe 86. Man soll entsprechende 
Ponktepaare zweier vereinigt liegenden pro- 
jektiviscben Punktreihen konstruieren, wenn 

a) zwei Doppelpunkte und ein Paar, Andeutung. Man bezeichne die Doppel- 

b) ein Doppelpunkt und zwei Paare son- punkte als Punkte H und / der Figuren 69 
stiger zugeordneten Funkte gegeben sind. und 70. 
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Aufgabe 87. Von zwei vereinigt liegen- 
den projektivischen Pnnktreihen sei ein 
Doppelpunkt und zwei Paar sonstiger zuge- 
ordneten Punkte gegeben. Man soll unter- Andeutung. Man befiandle in Figur 69 
suchen, ob ein zweiter Doppelpunkt vor- und 70 als bekannt H und suche /, oder 
banden ist, und denselben konstruieren. als bekannt / und suche H, 



Aufgabe 88. Man bebandle zwei pro- 
jektivische Punktreihen, die vereinigt auf 
der unendlich fernen Geraden liegen. 



Aufigabe 89. Man konstruiere zwei pro- 
jektivisch verwandte Strahlenbüschel Auflösung. Um zwei projektivisch ver- 
mit gemeinsamem Scheitel. wandte Strahlenbüschel mit gemeinsamem 

Scheitel zu erhalten, denke man sich den- 

Erkl. 288. In Fissur 71 ist dieselbe Ge- selben Scheitelpunkt als Scheitel zweier 
rade DjS,,^^ einmal au^efasst als <2, von S, Büschel ^^ und 6^,, projiziert den einen 
und in dieser Eigenschaft zugeordnet zum Strahl ^^f 6,-^^ Punktreihe L, den andern auf eme 
d d^,¥«^J?l«J^ Punktreihe t, und setzt die beiden in Ver- 

StraW .."des Büschels,. Deml>arallel8trahl J^^^^^^ff ^P^f^ ^^^^^ Dadurch 

a,\\t, entspricht a,, dem ParaUelstrahl c, || /, hat man wied^ mittels der Aufemanderfolge: 

entspricht c,. — In Figur 72 ist ebenso die- ^i /\ ^i'f\ Sq 7\ ti'/\ S^ 

selbe Gerade A^a^u einmal aufgefasat als ^^q projektivische Beziehnng zwischen 5, 

d, von Ä nnd dann «^geordnet ^ ^2 Jon «i, ^nd S^ (Figur 71 und 72). Auch hier treten 

hernach aufffeiasst als «, von 5, und dann . j * j. v^» j wi ^ j» • • 

zugeordnet zu e, von 5,.' Dem ParaUelstrahl ^}'^^\^^ besonderen Elemente auf, wie m 

c,||f, entspricht c, in 4» dem Parallelstrahl ^^e^ 6^, nämbch h als Strahl nach dem 

ajl^, der Strahl a^ in S, u. s. w. Jeweils Schnittpunkt t^t^, i als gemeinsamer Strahl 

sind die Strahlen, welche als Strahlen von S^ der drei Strahlenbüschel S^^^. Dagegen hat 

aufgefasst werden sollen, punktiert, die de als gemeinsamer Strahl beider 

Strahlen, welche als Strahlen von 5, aufgefasst Strahlenbüschel 8^^ keine ausgezeichnete Be- 

werden sollen, gestrichelt; nur die beiden Deutung mehr, vielmehr iat jeder Strahl von 

Doppelstrahlen *,0^i «1»^, »J« «J"«^^^^^ S.^ als doppelter Strahl aufzufassen: 
tiert^^ gezeichnet, weil jeier sich selbst zugeord- ^^^^ ^ ^^^^ ^^^ ^^^ ^^^ ^.^^^ ^^^ 

Strahl als entsprechenden von S^ hat, — 

Erkl. 284. Die selbstentsprechenden '»"f einmal als Strahl von 5,, der einen 

Strahlen in Figur 71 und 72 müssen ent- andern btrahl als entsprechenden von S^ hat. 

stehen als Verbindungsstrahlen von 5,, mit S^ So in Figur 71 und 72 die »Strahlen d^e^ 

und mit dem Schnittpunkt t^t^. Doch haben Nur ausnahmsweise kommt es vor, diass 

vereinigt liegende Strahlenbüschel nicht not- ein Strahl von S^ als entsprechenden Strahl 

wendigerweise jedesmal zwei Doppelstrahlen, von S^ nicht einen andern hat, sondern wieder 

Es können nämlich zwar nie mehr als zwei denselben Strahl, dass also dieser Strahl 

Doppelstrahlen »'i^^'«^«^» ;^^^^^ ein selbstentsprechender Strahl oder 

einer (wenn z. B. m Figfur 71 der Verbm- . r\ 1 * vi j i u iv ^ 

dingsstiahl 8,S, durch Ä hindurchgeht) oder ^^ Doppelstrahl, oder sich selbst zu- 

gaY keiner (wenn z. B. zwei kongruente geordnet ist. Dies tritt m Figur 71 und 

gleichlaufende Strahlenbüschel in gleichen 72 auf bei den Strahlen h^^ und i,,. Da- 

Scheitel gerückt werden, ohne zusammenzu- gegen unterscheiden sich (fie Figuren 71 

fallen). Umgekehrt bildet es eine besondere und 72 dadurch, dass in der ersten die 

Aufgabe, zu zwei solchen vereinigt liegenden beiden Strahlenbüschel S^^ gleichlaufend 

Strahlenbüscheln die etwa vorhandenen Doppel- gin^, Inder zweiten aber ungleichlaufend 

^^'^« rK!!""/«^ il^'f^^^r'^Q^^IfM^^^^^ ™ den gemeinsamen Scheitel herumhufen. 

der Büschel durch andere Strablenpaare ^ 

gegeben ist. Nach dem Beispiel der Figuren 71 

und 72 können aber solche Büschel ohne 

Doppelstrahlen nicht konstruiert werden, 

weil dort die Verbindungsgeraden h und i — 

zwar in einen Strahl zusammenfallen können, 

aber nie ganz verschwinden. 
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Erkl. S86. Von besonderer Wichtigkeit ist 
ftnthhieidieUiitersi^eidaiig der gl eichlaaf en- 
den beiw. ungletchlanfenden Terwaudt- 
Bcbaft der StnUenbttsdiel mit gemeinBamem 
Scheitel. Die Seihenfolge der Elemente 
beider Bttaehel mnss wegen der ProjektlTitSt 
in allen Gebildes der gleichen Figur selbat- 
vervt&odlich dieselbe sein, nfimlich in S„ i„ 
Sg, t„ S, jedesmal abeehiid in Figur 71 besw. 
aibehälc in Figur TS. Wenn man aber den 
Umiaof der Strahlen in den Büscheln S, und 5; 
in Figoi 71 nnd 73 mit diesen Beihenfolgen 
durchnaeht, so findet man in Fignr 71 für S, 
und S, jedesmal die Bichlong gegen den Uhi- 
seiger, also gleichlaufend, in Pignr 73 da- 
gegen ftti S, mit dem Uhraeiger, für B, gtgtn 
den Ubrcaiger, also nngleicblanfend oder 
entgegengesetzt. Die erste Art mnse ent- 
stehen, wetmS,, nnd S„ im gleichen Winkel- 
ranm (oder in Scheiteln inkelrSnmeQ) der Ge- 
raden t, nnd t, liegen (Fignr 71), die letztere 
Art, wenn S,, nnd S^ in Nebenwinkelrän- 
men von S,, nnd S„ liegen (Fignr 72). In 
beiden Fällen entsprechen den Strahlen des 
Winkels h.i, die Strahlen des Winkels h^< 
aber bei gleichianfenden Büscheln in ' 
dem der vier Wiukelränme die Strahlen d 
selben Wink el räume s, bei angleichUnien 
den Büscheln stets den Strahlen dea einei 
Winkelrsnmea die Strahlen dea Nebenwinkel 




Erkl. 28«. Bei den gleichianfenden 

Büscheln der Fig. 71 sind aelbstentsprechend 
die Strahlen h„ und i„. Ans der Konstruktion 
erkennt man, dam sowohl zwischen h nnd t die 
Strahlen des Büschels S, stets näher bei i liegen, 
wie die entsprechenden des BUschela £,, als auch 
im Winkel zwischen i nnd dem Parallel strahl o, 
bezw. seinem entsprechenden a,. Denn alle Strah- 
len des Winkels A,i, entsprechen den Strahlen 
dea Winkels h,t,, wobei die Strahlen dea Bü- 
schels ß, jenen des Büschels S, stets voraneilen. 
Den Strahlen des Winkels >', a, entsprechen die 
Strahlen dea Winkels i',a„ wobei jetzt aber die 
Strahlen des Büschels 6^ hinter denen dea Bü- 
schels iS'i zurückbleiben. Und während dann 
die Strahlen des Büschels S, den kleinen Winkel 
o,Ai dnrchlanfen, durcheilen die Strahlen des 
Büschels S, den grossen Winkel a.A,. Im ein- 
zelnen entsprechen natürlich die Strahlen der 
Winkel: 

a,b„ b,c^, c,e„ e,fc,, A,Z„ J, i„ i\d„ rf,o, 
der Reihe nach den Strahlen der Winkeh 

o,6„ 6,0», e,e„ e,h„ h,l„ /,i„ i,rf„ d,a„ 
wobei ein Ueberspringen ans der einen Rich- 
tung eines Strahles in die Richtung des Oegen- 
strahles entweder ^r nicht, oder in beiden 
Buschein beim gleichen Strahl zu geschehen 
hat — Je nachdem bei solchem Umlauf der eine 
Bflaebel den andern zweimal, einmal oder kein- 
mal einholt, erhillt man zwei, einen oder keinen 
Doppelnrahl oder selbstentsprecbenden Strahl. 



; A '. "Ä ^ Ä" ', "A 'S- 
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Erkl« 287. Bei den entgegengesetzt 
laufenden Büscheln der Figur 72 sind 
wieder selbstentsprechende Strahlen h^^ und tj,. 
Durchläuft man den Büschel 5, etwa von i^ 
gegen den Uhrzeiger über c^l^di nach %„, so 
durchläuft der Büschel S^ die entsprechenden 
Strahlen von t^, mit dem Uhrzeiger über e^l^d^ 
nach demselben Strahl h^. Wird der erste 
Durchlauf im Büschel iSi fortgesetzt von h^^ über 
e.b. wieder nach «',,, so entspricht in <§, der 
Umlauf von A,, über e,&, nach il,. Dabei sind 
demnach je zwei zugeordnete Strahlen beider 
Büschel vollkommen getrennt durch die 
Doppelstrahlen ^i,»,,, und es entsprechen ein- 
ander wieder im einzelnen die Strahlen der 
Winkel : 

^1*1» *i^i» ^1^1» «1*11 ^i^^i» ^thi h^v ^'t^i 
und 

a,»,, 1,6,, 6,«„ e,Ä„ Ä,d„ d,Z„ /,c„ e^a^ 

wobei wieder ein Ueberp^ang von der einen 
Kichtung eines Strahles in der Richtung des 



Gegenstrahles entweder gar nicht, oder in bei- 
den Büscheln beim gleichen Strahl zu ge- 
schehen hat. — Das eine sieht man aber ans 
dem Entgegenlaufen beider Büschel, dass un- 

f leichlaufende Büschel mit gemeinsamem 
cheitel jedesmal zwei Doppelstrahlen 
haben müssen. Denn wenn man von einem be- 
liebigen Paar einander entsprechender Strahlen 
ausgeht, so müssen die Strahlen beim entgegen- 
gesetzten Umlauf jedenfalls einmal einander 
m dem von ihnen gebildeten Winkel beffegnes. 
Und hier braucht man dann nur Stnü^l und 
Gegenstrahl als entsprechend anzunehmen, um 
wieder zwei einander entgegengesetzte Strahlen 
zu haben, also notwendigerweise wieder eoke 
zweite Begegnung innerhalb des (gestreckten) 
Winkels dieser beiden Geraden. — Dement- 
sprechend kann auch zwar in Figur 71, nickt 
aber in Figur 72 der Fall eintreten, dass die 
Gerade Si^S^ durch Punkt J7j, hindurchgeht 



Au^be 90. Man soll vereinigt liegende 
projektiyische Strablenbüsohel mit einzigem 
Doppelstrahl konstruieren. 



Aufgabe 91. Dieselbe Aufgabe für Bü- 
schel ohne Doppelstrahl zu lösen. 



Andeutung. Man wähle als einfachstes 
Beispiel zwei kongruente Strahlenbüscbel mit 
gleichem Scheitel. 



Aufgabe 92. Man konstruiere ent- 
sprechende Strahlenpaare zweier vereinigt 
liegenden projektivischen Strahlenbüsche], 

wenn a) zwei Doppelstrahlen und ein Paar, Andeutung. Man bezeichne die Doppel- 
b) ein Doppelstrahl und zwei Paar sonstiger strahlen als Strahlen h und i der Figuren 71 
zugeordneten Strahlen gegeben sind. und 72. 



Aufigabe 98. Man untersuche im zweiten 
Fall der vorigen Aufgabe, ob ein zweiter 

Doppelstrahl vorhanden oder nicht, und kon- . , . ,, . . ,^. «, 

struiere denselben. Andeutung. Man suche m Figur 71 

und 72 das Element «, wenn h bekannt, oder 

hf wenn i bekannt 



Angabe 94. Man untersuche zwei pro- 
jektivische Strahlenbüschel, welche einen ge- 
meinsamen unendlich fernen Scheitel 
haben. 

Erkl. 288. Liegt der Scheitel 5o im gleichen 
Winkelraum (bezw. im Scheitelwinkelraum) von 
Lt^ mit dem gemeinsamen Strahle X»,,, so hat man 
gleichlaufende, liegt er (wie in Fig. 73) im Neben- 
winkelraum mit ^12, so hat man entgegengesetzt 
laufende Büschel: von je zwei zugeordneten 
Strahlen liegen im ersten Fall beide inner- 
halb oder beide ausserhalb des Parallelstrei- 



AuflSsung. Man lege beliebig zwei Pankt- 
reihen t^t^, auf welche je einer der vereinigt 
liegenden Büschel projiziert wird, und einen 
Scheitel Sq. Dann sind die Strahlen jedes 
der beiden Büschel die durch die entsprechen- 
den Punkte auf t^ und t^ gelegten Parallel- 
strahlen nach dem unendlich fernen Ponkt 
'^ir Doppelstrahlen smd wieder (vergl- 
Figur 73) die Strahlen h^^ durch die Schnitt- 
punkte ^j ^2> sowie i'is durch Sq nach dem un- 
endlich fernen Scheitel ^j,. Unter des 



Angaben über die projektivische Verwandtschaft. 
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Figur 73. 




•«>4 



fens hi, im zweiten Falle der eine innerhalb, 
der andere ausserhalb dieses Streifens. — 
Man kann die Büschel 5„ der Figur 73 in an- 
derer Weise entstehen lassen, wenn man in 
Fignr 70 durch jeden Punkt des gemeinsamen 
Trftgers t^^ die Parallele nach 5„ legt. Ge- 
schiebt dasselbe bei Figur 60, so erhUt man 
gleichlaufende Parallelstrahlenbüschel. 

Srkl. 289« Es entsprechen einander in Fig. 78 
wieder die Strahlen der Parallelstreifen li, if, 
fm, md, dh, hn, ne, el in beiden Büscheln S^^. 
An Stelle der Winkelräume treten also diese 
Parallelstreifen, an Stelle der Drehung um den 
Scheitel die Parallelverschiebung der Strahlen 
— gleichlaufend oder ungleichlaufend je nach 
Anordnung der Fignr. 



Strahlen der beiden Büschel S^^ befindet sich 
auch die ebenfalls durch S^^ gehende unend- 
lich ferne Gerade. Dieselbe habe im Büschel 
S^ die Benennung e^, ixi S^ die Benennung 
/j. Dann entspricht dem Strahl e^ des Bü- 
schels S^ der Strahl e^ in S^; und letzterem 
selbst wieder — aufgefasst als Strahl d^ — der 
Strahl d^, sowie dem Strahl f^ der Strahl f^. 
Ebenso hat derselhe Strahl n^mJ^ als ent- 
sprechenden das eine Mal n,, das andere Mal 
m|. — Auch in diesem Falle kann die ganze 
Reihe der Ueberlegungen in den Aufgahen 
69 bis 73 in Anwendung gelangen. 



Anfjgabe 96. Man konstruiere zwei 
gleichlaufende projekti^che Strahlen- 
büschel mit gemeinsamem unendlich fernem 
ScheiteL 



Aufgabe 96. Man soll die gleichlaufende 
bezw. ungleichlaufende Zuordnung vereinigt 
liegender Gebilde nach ihren Doppelelementen 
zusammenfassend darstellen. 



Erkl« 290« Die yereinigt liegenden Ge- 
bilde können zwei Punkt reihen auf gleichem 
Trftger oder zwei Strahlenbüschel mit gemein- 
samem Scheitel sein. Beide finden in Figur 74 
ihre Darstellung: Die Punktreihen kann mau 
sich umgebogen denken, dass sie zu geschlosse- 
nen Linien um den Mittelpunkt S werden ; die 



Anflosnng. Zur Darstellung der gleich- 
laufenden und nngleichlaufenden Zuordnung 
verefaiigt liegender Gebilde eignet sich am 
besten die Figur zweier geschlossenen Linien 
um denselben Punkt (z. B. zweier konzen- 
trischen Kreise in Figur 74). 

In jedem Falle sind als Darstellung der 
Doppelelemente diejenigen Punkte der 
beiden Kreise anzusehen, welche auf glei- 
chem Radius liegen. In allen andern Punk- 
ten findet entweder ein Voranseilen oder ein 
Nachrücken der äusseren Reihe gegen die 
innere statt. 

So ist in Figur I bei 12 nnd 6 Doppel- 
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Figwt 74. 




StrahlenbüBchel sind ohne weiteres vorstellbar element, zwischen 12, 1, 2, 3, 4, 5 eflt die 
durch Verbindung der Mittelpunkte S mit je äussere Reihe voran, die innere rfickt nach« 
zwei entsprechenden Punkten beider Kreise, i^^ 5 f^^^^ Einholung und Ueberholnnff statt, 
WiU man die Verbiegung der Punktoeihen im ^^^ zwischen 5, 6, ... 11, 12 rückt die 
ersten Fall vermeiden, so kann man die Punkt- „„„^^^^ t>*iu^ i,««*/*J a^^ :».,1»^» ;i»«i« «« 
reihen auch als Schiütte der beiden Strahlen- äussere Reihe hinter der umeren drein, ma 
bllschel mit einer Geraden als gemeinsamem erst bei 12 diesdbe ^eder einzuholen. 
Träger entstanden denken. In Figur U ist wieder bei 12 Doppd- 

element, von da in der Richtung nach 1, 2, 3 ■ - 
bleibt dauerd die äussere Reihe hinter der 
innem zurfick, und holt dieselbe erst wieder 
ein bei 12. 

In Figur III findet gar kein Selbstentr 
sprechen eines Doppelelementes statt, weil 
stets die äussere Reihe hinter der Innern 
zurückbleibt — um gleichviel oder verschie- 

ü ui sukt w lu « A' T?« rr^ u ^cu viel bei kongruenten oder nicht kon- 

Erkl. 291. Wollte man die Figur 74 nach ,^„^«a^„ -d««!,«« 

Massverhältnissen der Winkelgeschwindigkeit gr^öo^en. -Kernen. 

abschätzen, so müssten sich in den beiden Fig. I ^ Figur IV dagegen hat man den ent- 

und II Stellen finden, wo die gegenüber der gegengesetzten Umlauf und infolge davon 

zweiten Reihe erst langsamere Bewegung der notwendigerweise zweimaliges üebereiu- 

einen Reihe in eine raschere übergehen andergehen beider Reihen, also zwei Doppel- 

muss, damit die zuerst zurückbleibende Reihe elemente. 
die andere einholen kann. Diese Stellen sind j^ jedem, der vier Fälle bezeichnen die 

ganzen liefern die vier Fälle der Figur 74: *^«inK^ 

1 • T» • .1 i..* t Punktreihen mit gemeinsamem Träger ) » ,. , 
viererlei Beispiele für < -,, ,, ... , , .^ o v .. 1 Ji nämlich 

( Strahlenbüschel mit gememsamem Scheitel ) 



II. i 



gleichlaufend mit 



{zwei \ 
einem > 
keinemi 



Paar selbstentsprechenden oder Doppelelementen, 



III 

IV. ungleichlaufend mit stets zwei selbstentsprechenden oder Doppelelementen. 



Aufgabe 97. Man soll aus den gegebe- 
nen Elementen der Aufgaben 86 und 92 so- 
fort erkennen, ob gleich- oder ungleich- 
laufende Gebilde vorliegen. 



Anmerkung. Aufgaben über projektivische Gebilde, welche bewegliche Träger und 
Elemente haben, also ihre Lage im Räume verändern können, sehe man im folgen- 
den Abschnitt 4 dieser Aufgabensammlung. 



Au^aben über die Massbeziehungen projektivischer Gebilde. 
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4. Aufgaben ijbsr die Massbezieiiungen projektivischer 6ebiide. 



(Zu Abscbnitt 4.) 



Figur 75. 



Figur 76. 




/ 



*J 



/ 



V 



/ 



/ 



/ 




Ci <ü/ B 



Aufjgabe 98. Man soll eine gegebene 
Strecke AB innen und aussen nach vor- 
geschriebenem Verhältnis m\n teilen. 



Erkl. 292. Man vergleiche zu nebenstehen- 
der Auflösung die Antwort der Frage 81 des 
VI. Teiles von Kleyer-Sachs, Ebene Elementar- 
Geometrie. — Ist m <; n, so legt man die Hilfs- 
schenkel statt im Punkte A^ im Punkte B an 
und beginnt in B mit n , d. h. man teilt nicht 
^ ^ im Verhältnis m : n, sondern, was dasselbe 
ist, die Strecke BA\m Verhältnis n\m. Sind 
m und n nicht als Strecken, sondern als Zahlen 
gegeben, so nimmt man für die Konstruktion 
zwei Strecken, welche sich verhalten wie m : n, 
welche also in einer beliebig zu wählenden 
Längeneinheit die Masszahlen m und n haben. 
— Ist m und n als ganze Zahl oder Dezimal- 
zahl gegeben, so wählt man die Zahl als Zähler 
und die Einheit als Nenner. 



Erkl. 298. Hat die Strecke A B die Länge a, 
80 wird für die innere Teilung -j-n ge- 
nommen, und man hat: 



also richtig: 

ACi'.CiB = w:«. 

Für die äussere Teilung wird •— n genommen, 
und man hat: 



Ar — _J^fL_ r n— ~**^ 



oder: 



m — n 



BCa ^=- ' 1 

m — « 



»» — w 



Auflösung. Aus der Planimetrie ent- 
nimmt man als einfachstes Verfahren zur Tei- 
lung einer Strecke ^B nach vorgeschriebenem 
Verhältnis m:n (m'^n) eines der in den 
Figuren 75 und 76 dargestellten. Dasselbe 
besteht darin, dass man entweder: 

1. im Punkte A (Figur 7B) einen Hilfs- 
schenkel anlegt, auf diesem die Strecke m 
anträgt und von deren Endpunkt aus vor- 
wärts und rückwärts auch die Strecke n. 
Die zuletzt entstehenden Endpunkte von 
± n verbindet man mit B und zieht zu dieser 
Verbindungsgeraden Parallele durch den 
Endpunkt von m. Dadurch werden Bxd AB 
die Teilpunkte Ci und Ca ausgeschnitten, 
für welche: 

ACiiCiB ^ m:n und ACaiCaB =^ mi — nj 
also mit Berücksichtigung des Vorzeichens 
durch Umtauschung von CaB in BCa- -- 
ACi:CiB=:ACa:BCa. 

2. Oder man trägt (Figur 76) auf einem 
Hilfsschenkel durch A bloss die Strecke m 
an, und auf einer durch B gelegten Par- 
allelen zu jenem die Strecke ± ». Die Ver- 
bindungsgeraden des Endpunktes von m mit 
den Endpunkten ± n liefern sofort die Teil- 
punkte der Strecke -45 mit derselben Be- 
ziehung wie zuvor. 



also wieder: 

ACa ' CaB =z m: — n oder A Ca : BCa =i m:ny 

folglich: 

Ad: dB = ACa'BCa^ 
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AnfjB^abe 99. Einen gegebenen Winkel 
(ab) innen nnd aussen nach gegebenem 
Sinusverhältnis min zu teilen. 

Erkl« 294* Man vergleiche zu nebenstehen- 
der Auflösung die Auflösung der Angabe 148 
im VI. Teil von Kleyer-Sachs, Ebene Elementar- 
Geometrie. Ftir die Konstruktion ist es gleich- 
giltig, ob m 2 n; ist: 

sin (ap) : sin {pb') = m:n, 

so ist auch hier: 

sin {bp) : sin (p a) := n : m. 

Wenn m und n nicht als Strecken gegeben sind, 
80 verföhrt man wie in ErkL 2d2. 



Erkl. 295. Hat der Winkel (ab) die Mass- 
zahl a, und bezeichnet man: 

(ap) = (i, (pb) = v, 
so wird: 

sin fi : sinv =z min. 

Nun ist für innere Teilung: 

also: 

mm =: sin/i : sin (a — fj,) 

= sinfi : (sina cosfA — eosa sinfj.), 

oder in Produktform: 

n'Sinfi =^ m sina cos fd, — mcosa sinfi. 

Durch Division mit sinfi entsteht als Gleichung 
mit einziger Unbekannten ctgfA die folgende: 

n ^=: m sina ctg fA — mcosa^ 

woraus: 

_ meosa'\-n 

etgfi = r-^ — . 

'^ mstna 

Setzt man oben statt für v, fOr u den Wert 
ein, nämlich a — v, so kommt die Gleichung: 



also: 



m:n =z sin (a — v): sinv 

= (sina cosv — cos a sinv): sinv. 



m»stnv =: n s%na cosv — n cosa sinv\ 

und durch Divi|flh mit sinv kommt: 

m z=z n sina ctgv — n cosa^ 

woraus: 

m4-nco8a " 

ctgv = !— : . 

nstna 

Nun ist allgemein: 

1 
stntp = 



also wird oben: 

1 
StUfJ. r= 



V^ + ctg^(p * 



y l -j- ctg^ fji \/i i (mcosa-^-n)^ 

V m^sin^a 



mstna 



V m« sin"^ o -f- m* co«« a-j-Srnnco^a-j-n^ 

m sin a 
"V/m^ -|- «2 -|^ 2mn cos a 



AuflSflimg. Nach dem Vorgänge der 
Planimetrie verfährt man folgendermassen 
(Figur 77). Zu jeder der Geraden a und 6 
wählt man eine beliebige Richtung g und /, 
(welche zu a und b senkrecht sein können 
oder auch nicht) und legt die Strecken m 
und n an die Geraden a und b parallel zn 
g und l an. Zieht man durch die Endpunkte 
der Strecken ±m und ±n zu a bezw. h 
Parallelen, so entstehen vier Schnittpunkte 
Pi284» und jede der beiden Geraden P^^ and 
P24 durch den Winkelscheitel 8 und den 
Punkt P hat die verlangte Eigenschaft: 
Denn wenn die zu ^ und l pai^elen Strecken 
zwischen P und den Geraden a und b sieb 
verhalten wie m : n , so verhalten sich ebenso 
auch die Senkrechten zwischen P und a und 
b, und ebenso auch die Senkrechten zwischen 
jedem beliebigen Punkt Q auf S'P und a 
und by also: 

8in (ap) : sin (pb) = miHf 
sin (ap*) : sin (p'b) = w : — n, 
oder mit Berücksichtigung des Vorzeichens 
durch Umtausch von Cp'6) in (pp*) • • • : 
sin {ap) : sin (pb) = sin (ap*) : sin (bp*). 

Figur 77. 




Aufgaben über die Massbesiehniigen projektiTiseher Gebilde. X39 

Ebenso : 

1 nsina nsina 

sin V = 



Also wird in der That, nachdem die Wnisel im 
Nenner die gleiche geworden: 

sinfjL : ainv = m : rt. 

Erkl« 296« Wird oben ftnssere Teilung ge- 
wählt, 80 bleibt wegen des Vorzeichens bezw. 
wegen der Bichtnng, in der der Winkel v sa 
messen ist, (ap*) -|- (j)' 6) = a, wie znvor. Aber 
ancb abgesehen von dem Richtnngsanterschied 
wnrde: 

/*' = a -+- v*, V* =z fji* — a. 

Bildet man hier wieder die Gleichungen: 

m\n=^ sinfA' : «« (^' — «) = sin (a + v*) : sinv\ 

so entsteht in genan gleicher Weise: 

^'^ mstna nstna 

msina 



stn/jL' = 



V^ff|2-|-«« — ^tnncosa 



. . nstna 

stnv == 



y m* + fi* — 2mnsina 
also wieder: 

8trt/i' : sinv* =z m:n 
besw.: 

sin (ap') : sin (hp*) =: m:n. 



Aa^T^^be 100. Man soll a) eine Strecke 
▼on Lange 60, b) einen Winkel von 60^ 
nach dem VerhältniB 5:3 innen und aussen 
teilen. 



Au^be 101. Man soll das Ergebnis 

der ErkL 124 in veränderter Form herleiten. Aunösnng. Geht man ans von der 

Gleichong in Erkl. 115, dass: 

£rkl«297. Eine dritte Art Ableitung für AB + BC+CA=:0, 

das gleiche Ergebnis wäre folgende: so entsteht durch Multiplikation mit AD: 

_ AC_AD^ _ AC'BD ABAD + BC'AD + CA'AD=zO. 

CB ' DB ^ AD'BC Sucht man nun in jedes Glied alle vier Buch- 

(AB + BC)(BC'\'CD) stabenhereinzubringen, nämlich im erstenGlied : 

~ AD'BC * AD = AC+CD, 

Nimmt man den Faktor BC des Nenners in ^ dritten: ^»ipn 

die erste, den andern Faktor in die zweite AD ^ AB + BD, 

Klammer hinein, so kommt: so folgt: 

'-[jBC+')\aD+ÄD) ,^,,, +(AB + BDyCA^O^ 

_A£ ^ 1 ^ I ji?. £^i£R AB'AC + AB'CD + AD'BC+AB'CA 

" BC ' AD '^ AD'^ BC ' AD ' AD +AC'DB = 0, 

AB . BC . CD . AB AD also durch Wegfall des ersten und vierten: 

" AD"^ AD '^'Jd'^ BC ''cd AB'CD+AD'BC-{-AC*DB = 0, 

_ AB + BC+ CD __ __ AD _^ Dividiert man nun durch den mittleren Po- 

AD ^ "" AD ^ sten, so kommt: 

= 1—/*. AB'CD . , AC'DB _ 

Im Grunde macht freilich jede dieser Ab- AD-BC '^ "^ AD-BC ^ ' 
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leitnngen yon den gleichen IJmsetznngen 6e- daher: 
branch; da dieselben aber stets in anderer Zn- 
sammenstellnng auftreten, so verändert sich der 
Gang der Beweisführung jedesmal um einiges. qAq^» 



~" CB' äD"^ BC' DA' 



1 = 



also: 



OB ' DB^ BC ' DC 



=^+^ 



fi = 1 — <x. 



Aufgabe 102. Es seien gegeben a) drei 
Punkte einer Geraden, b) drei Strahlen eines Andeutung. Setzt man fftr das gt^t- 
Punktes, von dencm das mittlere Element 1,^^^ Element das Teilungsverhältnis: 



m:n =s V, 



die zwei andern teilt im Verhältnis: 

fH * ti ^^ 10 * 31« 

„ ^ , *. . T^, * ' Ä, j für das gesuchte vierte Element gleich ic, 

Man suche das vierte Element fhr das vor- g^ igt: 

geschriebene Doppelverhältnis: ' ^ 

,_ I A also: ^ ~ ~w' 

=^7' _ y _ 10 2 _ 10»7 _ 5 

"""" A "" 21 ' 7 ■" 21-2 "" 3' 



Aufgabe 108« In welcher engen Be- 
ziehung steht das Doppelverhältnis zum ein- 
fachen Teilungsverhältnis von vier Elementen? 



AuflSflung. Aus der Formel; 

AC AD 



X = 



bezw. : 



CB ' DB 



X = 



8in(ae) sin (ad) 



Erkl. 298« Da A = f rt^, so wird l = v 

für «^ = 1 , oder --- = w fllr v z= 1. Beide 

Erscheinungen sind der Figur nach gleich- 
bedeutend, indem sie sich nur durch die Zu- 
ordnung der Elemente unterscheiden. Nun wird 
aber für Punkte w = 1, wenn AD = DB, also 
D Mittelpunkt von AB, «> = — - 1 , wenn D 
unendlich fem; für Strahlen «7=1, wenn bei 
innerer Teilung: 

sin (ad) = «in (db), 
also: 

IC = — 1, wenn bei äusserer Teilung: 

sin (ad) = sin (d 6), 
also: 

(ad) = 90 + |-, (db) = 90^-^. 



8in(€h) ' sin (db) ' 

und ebensowohl auch aus den Zusammen- 
stellungen in Antwort auf Erage 35,3 und 
36,3, sowie Erkl. 119 geht hervor, dass das 
Doppelverhältnis von vier Elementen 
gleich wird dem Teilungsverhältnis des 
ersten Paares durch das dritte Ele- 
ment, wenn der vierte Pcmkt im Mittel- 
punkt oder im unendlich fernen Punkt der 
Grundstrecke liegt, bezw. der vierte Strahl 
auf die Winkelhalbierende oder die Neben- 
winkelhalbierende des ersten Strahlenpaares 
föllt. Also: 



wenn: 



wenn: 



(ABCD) = AC'.CB, 
entweder AD:=z DC oder D« ; 

^ sm (eb) 



<^ (a<f) = (db) oder <^ (ad) = 90» + 



(ab) 



Aufgabe 104. Von zwei projektivischen 
Punktreihen in beliebiger Lage kennt man 
je einen Punkt A^A^ und die Fluchtpunkte 
GiF^, so dass Strecke (^lA^ = 15, F^A^ 
= 3 ist. Wo liegen die Punkte B^ und C^, 
wenn bekannt ist OiB^ = 5, f^C^ = 6. 



Auflösung. Nach Satz 7 ist: 



Erkl. 299. Nebenstehende Berechnung wird ^^ ^®^*"« ^^''^ ^*^ ^^^ Aufgabe: 
onders in Anwendung kommen/ wenn die 15'8 = 5»i^jBg = G^iC,-6, 



besonders 

Punktreihen etwa als Massstäbe vorliegen, bezw. also : 

mit bestimmter MasseinteiluDg versehen sind. 



F^Bf = 9; ffjCj = 7,5. 
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An^fftbe 106. Man soll Satz 7 för pro- 
jektiyische Bdhen in schiefer Lage beweisen, 

ohne von der räumlichen Verschiebung Ge- .-,» o-j^de^z-t j^i> 

brauch zu machen, mittels des Satzes 9 und ^ Auflösung. Smd^i^,^iC^i und A^B^ 
Aofeabe 103 « « entsprechende Punkte der beiden Rei- 

^ ' hen, wobei F^G^ bezüglich die unendlich 

fernen Punkte beider Reihen sind, so ist 
nach Satz 9: 

Um auch jP\ an vierte Stelle zu bringen, 
ErkL 800* Schon früher wurde hervor- vertauscht man im ersten Gliede zweimal, 
gehoben, dass räumliche Bewegung streng- also entsteht: 
genommen nicht als Beweismittel der absoluten ^p j ^ ip\ ^ /i r v a\ 

Geometrie zuzulassen wäre; es ist aber stets ^ W ^^^ ^ I^*^^ . • 

als eine Vervollkommnung anzusehen, wenn ein Nun ist F^^ und O^ unendlich fem, also ist: 
erst mit räumlicher Bewegung bewiesener Satz (B^A^G^Fi) =^ B^G^: G^Ä^, 

anch ohne solche bewiesen werden kann. ixnd 

(^B,F,Ö,) = J,F,:F,B,; 

und nach vorigem: 

B^Gi^tG^A^ = A^F^'.F^B^, 
oder: 

öl J, . F^A^ = (?iBi . -FjBj. 



Figur 78. 



Gf Aj Hj2 M, I,e «/; 



As Hiz Ms l)^ ^ <^Gg ^oc 

Aj HfJgM, Gj ooF, , 

'II' I ' » ( /? 

Ai Mf Gf eof) 

/> Ag Mg <»Gg ^7 

Aj fi/2 Gj Mj If2 op/y / « 



ff2 vj tvß Mf2 



//jz Ag Fg Jjs ooGg Mg 

Aufgabe 106. Man soll den Satz 7 für 
vereinigt liegende projektivische Punkt- 

reihen anwenden. AuflSsung, 1. Werden zwei projektivi- 

sche Reihen aufeinander gelegt, so muss 

ErkL SOL In Figur 78 sind genau die- Satz 7 dennoch in Geltung bleiben; und zwar 

selben Punktreihen wiederholt, welche in der gut er dann nicht nur für jedes beliebige 

Figur 69 and 70 vorgekommen waren, nämlich Punktepaar ^i ^2> ^^^^^^^^ ^^^^ ^^ ^^^ ^®^^'^^* 

78a=:69 und 78cf = 70, jede mit zwei selbst- entsprechenden Punktepaare U bezw. / in 

entsprechenden Punkten H und J, aber erstere Figur 78, so dass man hat: 

mit gleichlaufender, letztere mit un- ^^ «j n tt w w n t n* T 

gleichlaufender Verwandtschaft Figur 78/J _ (^i A'^«^« - ^x^J^^^ — it^i-r^i. 

gibt gleichlaufende Verwandtschaft mit Hieraus folgt aber, dass entweder (wenn 

einzigem Doppelpunkt /, Figur 78y (iden- JBT und / nicht zusammenfallen) die Längen 

tisch mit der nachherigen Figur 79) gibt von Cri-ff und i^a-^^ "^^^^ ^<^^ -^s-^ '^^ ^i-'^ 

gleichlaufende Verwandtschaft ohne einen gleichgross sein müssen, also dass die beiden 

Doppelpunkt (vergl. Erkl. 291). Punkte H und / symmetrisch liegen gegen 

v w «iu» r. u T« ^ r- den gemeinsamen Mittelpunkt von G.F^ und 
Erkl.802. Dass eme gegebene Länge ö, IT, jy j ?f| ^q^n __ Jer dass die Punkte 
nicht auf verschiedene Weise in zwei Sum- Vr ^ j^" '""^ u«üa i««« 
manden mit gleichgrossem Produkt zerlegt ^ und I zusammenfallen und zwar, 
werden kann, kann folgendermassen gezeigt wie sich unten zeigen wird, in dem Mittel- 
werden: .Es sei die Länge a zerlegt in x und punkt von ö, und F^ (Fig. 78/5), indem die 
a-^x bezw. in y und a — y, und man habe: beiden Punkte 1 und H von beiden Seiten in 
x{a — x):=:iy{a — y). dem Mittelpunkt M^,^ zusammengerückt sind. 
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Figur 79. 

/^i \M, v«. 


— 


_^i 


^s As 


Mg 


coG^ 



Dann ist: 2. Bezeichnet man den Mittelpunkt der 

aa? — a?« = ay— -y2 oder a (a? — y) = a?» — y«. Strecke Gty^F^ in der Reihe t^ als ifj, und 

Ist hierin 1. « — y nicht Null, so kann da- seinen zugeordneten Punkt in t^ als Jlfj, so 

mit gekürzt werden, nndman erhält a = a;-|-y, gilt der Satz 7 auch in der Form: 
also: öjJlj.Fjilj = ÖiJJfj-Fjlf,. 

x^a — y, ffzz.a — x, ^j^d hier in allen Strecken Punkt M^ ein- 

d.h. y mnss gleich sein dem zweiten Summan- geführt, so entsteht: 
den zu x, x jenem zu y. * /^ j _ r» iif _i_ ir j 

Ist aber 2. ar — y = 0, so ist a? = y, und ^'i^» -^ ^i^i -f--«i^i» 

man hat überhaupt nur einen Teilpunkt, n&m- -^a-^« = -^s-^i + -*^i-^> 

lieh den Mittelpunkt von a. -Pj-^f, = F^M^-{-M^M^^ 

also* 

?f"* ^^^"i. ?^eichnet man den Mittel- * ^g^m, + M,ä,){F,M, + M,ä,) 

punkt von Cr, F, nicht als Punkt M, der ersten \, ,# /i ,/ , ,V J#\ ^l 

Reihe t, sondern als Punkt J^, der zweiten = O^M^{F^M^-\- M^M^), oder 

Punktreihe <,, so ist ihm ein Punkt N^ der öi3f,.Fjlfi + Jf,^,-jP,ifi + ÖiJ»f,-Jfi^ 

ersten zugeordnet und es muss auch: •\'M^Ä,'M^Ä^ = ö^lfj.Fjlf, + (?i Jf,-3f,Jfs. 

G,Mi'F^M^ = G^N,'F^N^ Hier föllt das erste Glied beiderseits fort, 

sein. Nun ist aber für Jkf, bezw. N^ als Mittel- und femer ist: 
punkt die Strecke: ör^jjfj = JfjF,, 

Öi-Mj = ^jF, = — F,^„ also kommt: 

folglich auch : M^A^- M^ A^ = G, -Äf, [3f, 3f, — 3f, ^, + If, i4,]. 

FjJlf, = — (r,^, = i^jöj, Setzt man also für A^ und ^4^ einen selbst- 

d.h. der Punkt ^1 liegt ebenso weit anderer- entsprechenden Punkt H oder /, so 

seits vom Mittelpunkt JJf,iV, entfernt, als 3fj fallen zwei Glieder der Klammer fort, und 

einerseits. — In der That ergibt die neben- es bleibt: 

stehende Entwicklung für N^ genau gleicher- 1 

weise: M,H^ =z G,Mi'M,M^ = M^M^-M.F^, 

N^A^'N^A^ = F^N^(N^N, + N^A^~-N^A,), bezw.: 

akojür Doppelpunkte H oder /: M^f = ö, Jf, . Jtfi Jtf, = M.M^-M^F^. 

N^H^ = isr,!* = F,iV,. jVjiV, = N^G^'N^N,. Hieraus folgt nun, dass die Punkte iTund i 

entweder zusammenfallen, oder beiderseits 

Erkl. 804. Eine wichtige Unterscheidung yon M. in gleichem Abstand liegen müssen, 

der Fig^enteüe 78« bis d hegt m der Ver- ^3^^ ^ber M. und Jf« selbst zusammen- 

schiedenheit der Richtungen der Strecken ^^^ .^^ Vilf, J Q und damit für 

Jlf.JVf« und 3f.Fj. Haben nämlich M.M^ und ^*"'^» »" "»' \ .*, uaui« 

3/,F, gleiche Richtung, liegen also M^ und 8<>1<5^® ^«^^ß^ zugleich: 
F^ auf gleicher Seite von Jlf^ , so ist das Pro- 3f, ff = und Jtf , I = 0, 

dukt beider Strecken positiv, und die Strecken c|. h. die Punkte JT/ifia ^»^en sämtlich in 

¥'^ ^?^^^*^l,^.f®'' Quadrate gleich jenem einen einzigen Punkt, eben den Mittel- 
Produkt sind, bleiben reell und hegen po- «,„„tf .^^^ r t? 
sitiv bezw. negativ von gleicher Länge ^^^^ ^^" ^i^«' 

beiderseits M^ (Figur 78a, cf). Haben aber 3* Zu dem Punkte M^ haben ausserdem 

3i,K, und M^F^ verschiedene Richtung, die Punkte HIM^F^ eine ganz besondere 

liegen also M^ und F, auf verschiedenen Lage, welche später als harmonische 

Seiten von 3/p so ist das Produkt beider Lage erkannt werden wird. 
Strecken negativ, und die Strecken M.B oder !^ o.« j . . t^. „« , ^ _^: 

M.l, deren Quadrate gleich jenem Produkt *• ^^^^ wie m Figur 78 a und d, zwei 

sein sollen, werden unmöglich, oder sie sind Doppelpunkte vorhanden, so erhält man eine 

imaginär, es existieren keine Doppel- bemerkenswerte Beziehung, wenn man die 

punkte (Figur 78 y). vier Punkte H^H^S^S^ der Geraden ^,^8 
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Erkl» M6. Fttr Pnnktreihen der ersten Art in Figur 69 und 70 der Reihe nach aas den 

erhält man die Eigenschaft, dass die beiden Punkten der Punktreihe t^^ auf den Träger 

Doppelpunkte H und / mit sämtlichen «i- / projiziert Geschieht dies z. B aus dem 

{ÄiTeJ;^S2JriL"^^^^^^ t^te D so entsght durch DH Punkt 

und Auflösung der Aufgabe 103 an, so er- S*L. ^^^^f^rTo ^ JV ^1 ^.^ 
hält man fflr die Punktreihen sowie für per- -P^« A» durch DqS^ Punkt D^, also ist: 

spektivisch dazu liegende Strahlenbüschel die HiH^S^S^/^ H^I^D^D^, 

Aussage: Geschieht dasselbe aus dem Punkte Eq^ so 

Satz. In zwei projektiv ischen folgt ebenso: 

Punktreiben oder Strahlenbttscheln HiB^8iS^'/\ HiIiS^E^, 

in vereinigter Lage mit zwei Doppel- ^q^ durch Scheitel L^ folgt: 
elementen werden diese Doppelele- tt w q q uttt 

mente durch je zwei zugeordnete -^i-^o^i^» A -°iAA-^r 

Elemente nach konstantem Doppel- Folglich ist fSr jedes zugeordnete Punkte- 
verhältnis getrennt. Und der Wert paar D^D^ oder E^E^ oder L^L^ u. s. w.: 
desselben ist IM^ : M,H in Figur 78. ^ j^), D, Ä HIE, E, a HIL, L, u. s. w. 

Nimmt man also die Doppelelemente als 5. gi^d in Figur 78 y keine selbstent- 
erates und zwwtes festes Element, und durch- gprechenden Punkte vorhanden, und errichtet 
rgJort^^chrDÄ^^^ man (Figur 79) in M, eine Senkrechte M,S 

wort auf Frage 86,3 und Erkl. 119 und Ant- ^^^ ^^ h^nge^ dass: 
wort auf Frage 86,3 durch Eechnung ange- M,^ ^ M,M^»F^M,, 

steUten Ueberlegungen. ^^ ^^ ^^ g ^^^ geometrische Mittel von F^ M^ 

und M^M^, oder M^S die Höhe eines recht- 
winkligen Dreiecks mit Hypotenuse F^M^, 

Brkl. 306. Für die Punktreiben von der I>«^ «t: _ 

zuletzt genannten Art gibt der Schluss neben- *) "^(fi^i) — (/i*"«) ~ ^^^ 

stehender Untersuchung das bemerkenswerte b) <^ (f^m,) = (jn^iffi) 

Ergebnis als allgemeine Thatsache, welches in ^^gen des gleichschenkligen Dreiecks F.ö, 5 

at%?Xrt:TsÄe^ "^^ "^ -^ Grundseitenmitte M,. also: 

^ (APi) = »0 + Kijr,) = (/;m,) + 90 = (f^g,). 

Satz. Zwei gleichlaufende pro- Folglich wird auch: 
jektivische Punktreihen m vereinig- " \ _/ ^^ir^ \ — / ^\_l// \ 

ter Lage ohne selbstentsprechende c> C'^i^i) ~ v'»i/Ji-Ui^i) — v^j/i^i" v/t^i) 

Punkte können atets durch zwei kou- = (>^9^s)- 

gruente gleichlaufenden Strahlen- Daher ist S Scheitel eines Büschels A'^^i^i 
btischel in vereinigter Lage proji- ^^^^ ^^^ Büschels f.m.g. mit gleich- 

fl^'f-'^f'^'v- ?f'l!".'i"'r.fi'^w" grossen Winkeln, so dass die Punktreihen 

tel heirt senkrecht Über dem Mittelpunkte rr ir /'^ j tj -»r ^f ^ st ^ 

der Stricke zwischen den Fluchtpunkten im fi^i ^1 ^»^ h^%\ von zwei kongruen- 

Abstand: ^^^ Strahlenbüscheln mit gemeinsa- 

/ mem Scheitel S projiziert werden. Wird 

^ ^ » * » *• also von diesen drei Strahlenpaaren aus jedes 

Da in diesem Falle: weitere Paar zugeordneter Strahlen mit 

< {ftf%) = («i».) = K^«) = G^ii^j)» gleichen Doppelverhältnissen konstruiert, so 

80 kann man die Strahlen zweier kongruenten entstehen auch für je zwei weitere zugeord- 

Strahlenbüschel am leichtesten konstruiert "ete Strahlen gleiche Winkelgrossen 

denken durch die beiden Schenkel eines Win- mit jenen ursprünglichen drei Strahlen und 

kels, welcher sich um seinen Scheitel dreht. umgekehrt. 

Aufgabe 107. Man zeichne zwei kon- 
gniente Strahlenbüschel a) in getrennter, 
b) in vereinigter Lage. 



Aufigabe 108. Es seien gegeben zwei 
kongruente gleichlaufende Strahlenbüschel 

mit getrennten Scheiteln. Man soll die durch Auflösung. Die Schnittpunkte entspre- 
Projektion entstehenden Punktreihen unter- chender Strahlen liegen wegen gleicher 
suchen. Winkel alle auf dem Kreise, der durch beide 
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Figur 80. 



" - ^C, ooTv 



aoG^ 



£rkL807. Wenn: Scheitel und einen dieser Sefanittpnnkte 

<^ (ai^i) = (aaft»), <^ (61 Cj) = (6jC,), liindurchgeht Werdei^ daher die beiden 

also auch: Büschel geschnitten durch eine G^rade^ 

<):(fl,Cj) = (ojC,), welche den Ki'eis gar nicht trifft, so 

so muss einerseits für einen Kreis durch SiS^Ä können die beiden entstehenden Punktreihen, 

aus jedem beliebigen Punkte C der Bogen 5^ 5, wie in Figur 80, keine Doppelpunkte 

unter dem gleichen Winkel gesehen werden, enthalten. Wenn die Gerade den Kreis be- 

wie von ^ aus, — und andererseits muss fftr rührt, so ist der Berührungspunkt zugleich 

jedes Viereck AS^CS^ der Satz vom Sehnen- einziger Doppelpunkt beider Eeihen; 

^ereck gelten, wonach ^CS,S, auf emem ^^^ ^^^ ^^^^^ ^^^^ g j schneidet, 

Kreise hegen; also muss (7 auf demselben «^ «i« j j,.^ a^i,„u*^««w« -a«^ v^i j « t\^ ^^1 

Kreise leg^n, der durch die drei Punkte so sind dieSctoittpunlrte die Mden Doppel- 
^Ä^Si bestimmt ist. — Alles dies gilt aber nur Punkte. — Liegen dabei S^ und S^ auf 
für gleichlaufende kongruente Büschel. Die gleicher Seite des Trägers t, so sind 
Behandlung entgegengesetzt laufender die beiden Pnnktreihen gleichlaufend, 
kongruenter Strahlenbüschel kann erst an liegt ^^ und S^ auf verschiedener Seite 
viel späterer Stelle erfolgen. (oder geht t zwischen S^ und S^ hindurch), 

,, »., «Aß T^. ri n r. r. ,v 1^ . "0 sind die beiden Punktreihen ungleich- 

trkl. 808. Die Gerade S,S, selbst schnei- laufend, und sie enthalten in diesem Faüe 

är jÄ^^fn^rr ?^^^^^^ selbstverständlicherweise zwei DoppelpunkJ. 

gross sind. Viehnehr eitspricht dem Strahle ^ ^ emzeken wiederholen sich die froheren 

5,Ä| in jedem der beiden Büschel ein anderer Bezeichnungen der gemeinsamen Elemente 

Strahl, welcher jeweils den gleichgrossen Winkel ^1^2« der Fluchtpunkte jPjÖ^i, welche durch 

bildet, nämlich die Tangente im andern Scheitel, die Parallelstrahlen zu t durch Si S^ e^ 

— Für Punkte auf dem kleinen Bogen 5, 5, zeugt werden u. s. w. 

gilt genau gleiches, wie für die Punkte ABC, 

da die Winkel der Strahlen des einen Büschels 

mit der Sehne S^S^ als Peripheriewinkel auf 

gleichem Bogen gleich sind den Winkeln des 

entsprechenden Strahles mit der Tangente im 

andern Scheitel. Es entsprechen aUo einander 

insbesondere die Strahlen der beiderseitigen 

Winkel : 

(cf), (fd), (dg), (ge) 
und die Punkte der beiderseitigen Strecken: 

CF, FD, DG, GE, 

Aufgabe 109. Es seien gegeben zwei 
projektivische Strahlenbüschel in schiefer 
oder perspektivischer Lage. Man soll zwei 

zu einander senkrechte Strahlen des einen Andeutung. Man bringe die beiden 
Büschels finden, welchen vneder zwei senk- Büschel in perspektivische Lage und ver- 
rechte Strahlen des andern entsprechen. fahre nach Antwort 38 und Figur 27. 
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Aufgabe 110. Dieselbe Aufgabe für die 
Böschel in Figur 79 und 80 durchzuführen. 



Aufgabe 111. Es seien gegeben die 
Träger and drei Elementepaare zweier pro- 
jeküvischen Grandgebilde — in perspek« 
tivischer oder schiefer Lage. Man soll za 
gegebenen Elementen des ersten durch Rech- 
noDg allein die entsprechenden des zweiten 
finden. 

£rkl. 809. Die nebenstehende AaflSsung 
gilt ebensowohl für Pnnktreihe und Punktreihe, 
als fßr Strahlenbüschel und Strahlenbüschel, 
oder für Punktreihe und Strahlenbüschel. Im 
ersten Falle wird gemacht: 

im zweiten: 

(ai6,<Ji<ii) = (a,6,c,(ij), 
im dntten: 

(ÄBCD) = (abcd). 

Als gemeinsames Element dient bei der per- 
spektivischen Lage im ersten Falle der Schnitt- 
puokt der Punktreihen, im zweiten die Verbin- 
dungsgerade der Scheitel, im dritten jedes be- 
liebige in vereinigter Lage befindliche Elemente- 
paar, d. h. ein beliebiger Strahl des Büschels 
und der von ihm ausgeschnittene Punkt. 

Erkl» 810« Die Auffindung des Doppel- 
Verhältnisses geschieht durch Messung der 
Strecken bezw. Winkel-, die Berechnung des 
vierten Elements nach gefundenem Doppel- 
verhältnis erfolgt nach Aufgabe 102 bessw. 
Erkl. 128 a und ld4a, indem für einen Punkt 
der Längenabstand, für eine Gerade die Winkel- 
grCsse mit den gegebenen Elementen ermittelt 
wird. 



Auflösung. Man nimmt die drei gege- 
benen Elementepaare je als erstes, zweites 
und drittes Element für ein Doppelverhältnis. 
Ein beliebiges viertes Element des ersten 
Gebildes bildet dann mit diesen dreien ein 
bestimmtes Doppelverhältnis X. Sodann kon- 
struiert man im zweiten GebUde dasjenige 
vierte Element, welches mit den drei ersten 
Elementen dieses Gebildes das gleiche 
Doppelverhältnis X bildet Bei perspek- 
tivischer. Lage bildet das gemeinsame Ele- 
ment eines der drei ersten. Man erhält also 
die Aussage (vergl. die Sätze in Aufgabe 61 
und 67): 

Satz. Die pr.ojektiv]Sche Ver- 
wandtschaft zweier Gebüde in schie- 
fer Lage ist festgelegt durch Zuord- 
nung dreier Elementepaare, bei per- 
spektivischer Lage durch Zuordnung 
zweier Elementepaare ausser dem ge^ 
meinsamen Element beider Gebilde. Zu 
jedem vierten Element des einen Gebildes 
gibt es nur ein einziges projektivisch zu- 
geordnetes. 

(Man sehe dieselbe Aufgabe geometrisch 
gelöst in Aufgabe 79 und 83). 



Aufgrabe 112. Welche Veränderung er« 
leidet der Satz in Aufgabe 111 für kon- 
gruente und für ähnliche Gebilde? 



Anj^abe 113. Welches Ergebnis liefert 
der vorige Satz für Gebilde in vereinigter 
Lage? 

£rkL Sil. Die äusserst wichtigen Ergeb- 
uisse der beiden nebenstehenden Aufgaben 111 
und 113 bilden die Fundamentalsätze der ganzen 
projektivischen Geometrie. Infolge der schon 
in Erkl. 152 hervorgehobenen U eberleg enheit 
der Theorie der Doppelverhältnisse gegenüber 
der rein konstruktiven Behandlung der Pro- 
jektivität können diese Sätze auf Grund der 
Rechnung schon an dieser Stelle bewiesen 
werden, während sie im rein geometrischen 
Lehrgange erst durch Zuhilfenahme eines neuen 
Beweismittels erlangt werden, nämlich durch 

Sachs, Projektivische (neuere) Geometrie. I. Teil 



Auflösung. Füi* Gebilde in vereinigter 
Lage folgt aus dem vorigen Satze, dass wenn 
sie drei entsprechende Elemente zusammen- 
fallend haben, dann überhaupt keine ver- 
schiedenen Elemente entstehen können, son- 
dern jedes Element des einen Gebildes mit 
dem entsprechenden der andern Reihe zu- 
sammenfallen muss. Man kann also fest- 
stellen : 

Satz. Zwei projektivische Ge- 
bilde in vereinigter Lage können 
höchstens zwei Doppelelemente be* 

10 
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die harmonische Beziehung. (Man vergleiche 
das erste Kapitel des folgenden Teiles dieses 
Lehrbuches, Frage 12.) 

Erkl« 812. Für die Zusammenfassung von 
Punktreihe und Strahlenbüschel — allgemein 
für ungleichartige Gebilde — verliert der neben- 
stehende Satz teilweise seine Bedeutung, nicht 
aber der vorhergehende Satz der Angabe 111. 



sitzen; würden drei Elementepaare zn- 
aammenfallen^ so wftren beide Gebilde 
kongruent. 



Figur 81. 




Aufgabe 114. Man soll das Gleich- 
bleiben des Doppelverhältnisses bei Ver- 
tauschung seiner Elemente geometrisch unter- 
suchen. 



Erkl. 818. In Figur 81 ist nebenstehende 
Beweisvorschrifk durchgeführt für den Fall, 
dass die Beihenfolge der Punkte als erster, 
zweiter, dritter, vierter mit dem Alphabet so muss: 
AB CD zusammenfällt. Man projiziert also 
der Reihe nach die Punkte: 



AuflSsung. I.Wenn das Doppelverbältnis 
gleichbleibt, so müssen die neuen Gruppen 
der vier Elemente projektivisch sein zu den 
vorhergehenden. Da also nach Satz 6: 

(ÄBCD) = (BADC) = {CD AB) = (DCBA), 



1) A durch Strahl SA auf AG als A^ 
B durch Strahl SB auf AG als Ej 
C durch Strahl SC auf AG als F, 

D durch Strahl SD auf AG als (r, dann 

2) A durch Strahl BA 9,xii SC als C, 
E durch Strahl BE auf SC als S, 
F durch Strahl BF Skui SC als F, 

G durch Strahl BG &uf SC als H, dann 

3) C durch Strahl GC auf AD als C, 
S durch Strahl GS 9,uf AD als D, 
F durch Strahl GF tLui AD als A, 
H durch Strahl GH auf AD als B. 

Es ist folglich: 

ABCD /\ AEFG X CSFHJ^ CD AB, 

also: 

ABCDj; CD AB. 

Und gleiches Ergebnis liefert die Reihenfolge 
ADCB. Nimmt man aber für die Reihenfolge 
der Punkte als ersten, zweiten, dritten, vierten 
ABDC oder ACDB, so folgt: 

ABCDJ\ DCBA; 

und die Reihenfolge ACBD oder ADBC liefert: 

ABCDJ^BADC, 



ABCD X BADC Ä CD AB 7\ DCBA 

sein , d. h. es muss jede dieser Elementen- 
gruppen durch eine Reihe von Projektionen 
ans den andern bezw. aus der ersten erhalten 
werden können. Um dies nachzuweisen, 
projiziere man 1. die ganz beliebig ge- 
wählten Punkte ABCD einer Geraden za- 
nächst von einem beliebig ausserhalb ge- 
wählten Scheitelpunkte S auf eine Gerade, 
welche durch einen ersten der vier Punkte 
hindurchgeht, sodann: 2. die so entstandenen 
vier neuen Punkte aus einem zweiten der 
vier ursprünglichen Punkte als Scheitel auf 
die^'enige Gerade, welche von S durch einen 
dritten derselben geht, und endlich: 3. die 
so erhaltenen vier Punkte wieder auf die 
ursprüngliche Gerade zurück aus denjenigen 
Schnittpunkte als Scheitel, welcher auf der 
Verbindungsgeraden von S mit dem vierten 
der ursprünglichen Punkte entstanden war. 

2. Dasselbe lässt sich für vier Strahlen 
eines Strahlenbüschels untereinander durch- 
führen, sowie auch ausserdem für vier Ele- 
mente eines Gebildes mit den entsprechen- 
denümstellungen eines anderen, das sich 
in irgend einer Zusammenstellung mit dem 
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ErkL S14. Man könnte sich die nrsprüng- ersten in projekttylscher Lage befinden würde, 

liehe Gerade mit den vier Punkten ABCD vor- Eg igt also ancli: 
stellen als gemeinsamen TrSger fttr vier / . jv /r ^ x / ^ rx /j i. \ 
projektivische Punktreihen in vereinigter {<^oca) = {hadc) = {cdab) = {deba); 

Laffe, bei welchen die Elemente ABCD der und wenn: 

Beme nach jedesmal vertauscht sind und dooh / a -d /y tw / 1 t> n tw ^a^^ /^i.^\ 

stete vier projektivisch zugeordnete Punkte (A-öi^A) - (^-ö,C7,X>,) oder = (a&crf), 

bleiben, nur unter den verschiedenen Benen- so ist auch: 

nungen: ^^ ^^ ^^ A,B,C,D,, AB,C,D, a B,A,D,C,^ J^'^f* 

in U als B,A,D,C,, ^^^^. A D,C,B,A,^ 

Z U all %cli[Al AB^O.D, A lade j: cdab a dcba, 

(Man vergleiche zu dieser Aufgabe 114 auch 8. Die letztere Thatsache kann auch in 

die verwandte Aufgabe 155 dieser Aufgaben- der Richtung wichtig werden, dass wenn 

Sammlung.) von zwei projektivischen Gebilden nur be- 

n 1.1 o«r T^ u 1. j. T^ 1. . kannt ist, dass vier bestimmte aber nicht 

Erkl. 816. Drückt man diese Ergebnisse benannte Elemente des ehien Gebüdes vier 

m Worten aus, so erhfilt man die Aussagen: x/zT^ 4, x^i^mi^?*«.« u^o «uw v;.wuuco t™ 

' , ^^ bestimmten aber nicht benannten Elementen 

Satz 6a. Eine beliebige Gruppe des andern enteprechen müssen — dann die 

^^Ji,/^®i Elementen mes Elementar- Benennung der gegenseitig zuzuord- 

gebüdes ist prpjektiviseh verwandt mit ^^^^^^ Elemente noch auf jede der 

denjeugen drei Gruppierungen derselben , ^T. . . . ... ^. r . 

vier Elemente, welche aus der vorigen ^^^^ ^^^8^«° ^'^«^ statthaft ist 
durch Vertauschung zweier beliebigen 
Elemente und zugleich der beiden 
andern hervorgeht. 

Satz 6 b. Wenn zwei Gruppen von je 
vier Elementen zweier Gebilde projektivisch 
sind, so bleibt die Projektivitftt auch 
dann bestehen, wenn in einer der Gruppen 
zwei beliebige Paare der Elemente mit- 
einander vertauscht werden. 



Aufgabe 115. Man soll zwei projek- 
tivische Pnnktreihen aus der schiefen in die 

perspektivische Lage verbringen. Auflösung. Man verbinde zwei beliebig 

zugeordnete Funkte A^ und A^ durch eine 

Erkl. 816. Ist zum Schnittpunkt beider Strecke a und verschiebe die eine der Punkt- 

Keihen *,<, — aufgefasst als Punkt Dj der reihen t^ sich selbst parallel längs dieser 

ersten Beihe — der zugeordnete Punkt D, be- Verbindungsgeraden a als Leitlinie, bis in 

kannt, so kann die Strecke D^D^ selbst als der Lage ^3 die zugeordneten Punkte ^1^2 '^ 8 

Leitlinie der Verschiebung für eine der beiden znsammenfallen. Dann sind aUe Verbindiings- 

Punktreihen gewählt werden. Es kann also geraden AB.*^^ u. s. w. paraUel und 

^""^Z^Vr" ".""^K'^^^n'^-^n^i^u r'^^A^'^l gleich lang mit .4,ie,nnd alle Verbindungs- 
werden längs <., bis D. m D- ftllt (und dann z^^^a^J^ d d A n r. ^ ,., ««v»^« Ar^T^u 
wird A,A,^ B,li, # I>,D.), oder \ in sich geraden 5,^3 C,C, u. s. w. gehen duich 
selbst for^eschober werden bis dI auf D, «i^^ea Punkt S\ den Projeküonsscheitel 
fällt, so dass jeder Punkt von u nm die Strecke der in perspektivischer Lage befindlichen 
2>,Dj in gleicher Richtung verlegt wird. Punktreihen t^ und t^. 

Aufgabe 116. Wie gestaltet sich die^ 
selbe Aufgabe fUr kongruente oder für ähn- 
liche Pnnktreihen? 



Aufgabe 117. Eine beliebige Strecke 
als Projektion einer beliebigen anderen auf- 
zufassen. 
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Figur 82. 



VJ"^..^ •' /1\ 






Aufgabe 118. Man soll zwei projek- 
tivische Strahlenbüschel aus der schiefen in 

die perspektivische Lage verbringen. Auflösung. Man bringe zwei beliebig zu- 
geordnete Strahlen a^ und a^ zum Schnitt in Ä 

£rkL817. Ist zum Verbindungsstrahl der bei- (Figur 82) und drehe den einen der Büschel 

den Scheitel äSj — aufgefasst als Strahl «7^ des z. B. S^ sich selbst kongruent um diesen 

ersten Büscheis — der zugeordnete Strahl d^ Schnittpunkt als Drehpunkt, bis in der Lage 

bekannt, so kann der Punkt Sj selbst als Dreh- S^ die zugeordneten Strahlen a^a^a^ zu- 

pnnkt für einen der beiden Büschel S, oder Ä, sammenf allen. Dann liegen alle Schnittpunkte 

undderWmkel(d,d,) oder sein Nebenwinkel als j 5 entsprechender Strahlen der kon- 

*y„'tl^!r ?'Ä^^^ gruenten Büschel ^,^3 nach Aufgabe 108 

entweder jS« um seinen eigenen ocneitei georejit, , j -r.. «/% x« j * Ir • 3 1 j. j .• 

oder der ginze Büschel S, um Punkt Ä, so weit ^^ ^^S^^ ^^ *«^ ^^m Kreise durch die drei 

gedreht wird, bis d,<?, zusammenfallen. In Punkte Ak%S^, und alle Schnittpunkte ^i ^3, 

beiden FÄllen wird jeder Strahl von 5, oder S^ c^c^ liegen auf einer Geraden ^,e, als 

um den gleichen Winkel gedreht. der Perspektivitfttsachse der nunmehr in per- 
spektivischer Lage befindlid^en Strahleo- 

ErkL 818. In Figur 82 liegen die Schnitt- bnschel S^ und S^, 

punkte entsprechender Strahlen der Büschel ^,53 Da der Kreis mit Radios AS. die Ge- 

^«^ tT ^l^'' r^«i' Ä^^it-^^tP^^^^ rade 6\Ä in zwei Punkten schneidet, so läset 
Büschel S« S. auf dem Kreis mit Mittelpunkt ji^ * i« v • 1 • t « j x^-- 
3/,,. Die beiden Büschel S, und S, in Fig. 82 ^^^ Aufgabe zweierlei Lösmigen zu, und für 
sind von der Art, welche in Aufgabe 64 und ^«n Punkt S^ als Scheitel gilt dasselbe wie 
Figur 59b behandelt wurde, die Winkel ent- für S\: Die Schnittpunkte h^b^, c^c^ ent- 
sprechender Strahlen bilden mit S^A gleiche sprechender Strahlen der kongruenten Bü- 
Wech sei Winkel, nicht gleiche korrespon- schel S^S^ liegen wieder auf dem Kreise 
di er ende. Daher sind die Dreiecke: durch die drei Punkte AS^S^, und alle 
S'iÄgBs «X? SjSiB^, S^S^C^essS^S^C^, Schnittpunkte 6,^4, c^c^ liegen auf einer 
folglich: Geraden t^^ als der Perspektivitätsachse 
S, Bg : Sj Cg = iS, B^ : S^ C^, der in perspektivischer Lage befindlichen 
und demnach: ^,3 1| ^4 in der Weise, dass die Strahlenbüschel SiS\, 
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entsprechenden Abstände 5, A^ und S, A., S, ß. Die Büschel Sy^ und S^ in ihrer ursprüng- 

und S^B^ n. s. w., sowie auch ^^A^ nnd S^A^j liehen Lage sind von entgegengesetzter Um- 

S3B, nnd S, B, n, 8. w. nnd endlich anch ^3 B, jaufsrichtnng {a.h.c. um S. mit dem ühr- 

una AmB^, B.(y^ nna i^^w n. s. w. in glei- „^s„^^ ^ j. ^ „JL er V«. ««.«•» j^« tti.»«^:«.a«\ 

ehern VeihäUnis steh^,* ntoüch sämtüch zeiger tf,y 2 «« ^j gegen den Uhrzeiger . 

wie S,S^:S,S,. Wfiren 5, und S, kongruent, ^^^^ ^^^ kongruente Verschiebung nach S^ 

so würden t^ und t^ bezüglich die Mittelsenk- ^^^r S^ bleibt die Umlaufsrichtung von S^ 

rechten von ÄÄ, und S^S^. — Zugleich sieht jedesmal ungeändert, folglich muss auch so- 

man, wie yersciueden die Auffassung des Schnitt- wohl S^ und ^3 als S^ und S^ jedesmal von 

Punktes zusammenfallender Geraden ist: a^a^a^ entgegengesetzter Umlaufsrichtung sein, und 

fallen zusammen. Wahrend aber a,a, einander daher geht die Perspektivitätsachse t^^ oder 




auch dg 6^, c,<j^ ihren Schnittpunkt auf der un- wären auch S^ und S^ bezw. S^ und S^ 
endlich fernen Geraden haben. entgegengesetzt projektivisch , und S^S.^ 

müBsten auf gleicher Seite von ^13 bezw. 
Erkl. 819. Man könnte o, mit a, auch zur S^ S^ auf gleicher Seite von t^^ liegen. 
Deckung bringen vermittels Umklappung um 
die Winkelhalbierende des Winkels 0,0, 
oder seines Nebenwinkels. Dabei würde die 
Umlaufsrichtung von 5, umgekehrt, so dass 
also 5j^, bezw. S^S^ gleiche Umlaufsrichtung 
erhalten. Die Grössenbeziehungen der Erkl. 818 
bleiben zwar bestehen; aber die Umlaufsrich- 
tnng eines Büschels bildet für die projektivi- 
sche Geonaetrie eine so charakteristische Eigen- 
schaft, dass mit Veränderungen derselben ver- 
bundene Konstruktionen hier besser ausser Be- 
tracht bleiben. 

Aufgabe 119. Dieselbe Aufgabe für kon- 
graente Strahlenbüschel zu lösen. 



Aoi^be ISO. Zwei beliebige Strahlen 
eines Strahlenbüschels als Projektion zweier 
anderen aufzufassen. 



Aufgabe 121. Es seien gegeben drei 
Punkte einer Punktreihe und die zugeord- 
neten Stiahlen eines Strahlenbüschels. Man 

soll: Auflösung. Die in getrennter Lage ge- 

1. die Punktreihe zum Strahlenbüschel, gebenen Gebilde: Punktreihe ^5C und Strah- 

2. den Strablenbüschel zur Punktreihe in J?«l»ü8chel abc m Fig 83 sollen in perspek- 
perspektivische Lage bringen. tivische Lage gebracht werden, indem ent- 

'^ OB weder ABC zu abö oder abc zu ABC 

Erkl« 820. Die beiden Auflösungen vor- hingebracht wird. 

f!}^^T^^^^^^}^ entsprechen den Aufgaben 150 1, Man lege die Strecke ABC als A, B, C, 

In der ersten muss zuerst die Kichtung ge- ^1^2 llf ^»s zum Schnitt mit b und ver- 

sucht werden, in welcher sämtliche Strecken ^'^^^^ ^12 ™^^ -^2» so ist: 

^j^CL, A^B^Cji liegen müssen, um von abc A^B^\B^C^ = A^B^-.B^C^ = AB-.BC, 

Zl'^^l^^^^^i^;;^^^^^^^^ Legt man "dann C,A, üuf'c^A^, so dass 

geschieht durch den ersten Teil der Lösung; rn — rj wini ^^r^A .»lai.f. 

und im zweiten Teil wird ^^C auch der Grösie ^2^ = ^^ ^ird, und zieht: 

nach parallel dieser Richtung eingetragen. — , ^^s II ^ ^^^ A^C^WDC^j 

In der zweiten Aufgabe wird nur der Satz vom so ist: 

Peripheriewinkel bezw. Sehnentangenten Winkel A^C^ = DC^ = A^Ci ~ AC 

benutzt, um S^ zu finden als gemeinsamen Punkt und 

der beiden geometrischen Oerter. A.B. : B.Cr, ^ A.B^: B.C^ - AB: BC. 
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Figur 83 I und IL 
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£rkL 821. Sind ABC und ahc Einzel- Man erhält also eine einzige Lage für JäC, 

elemente von einer Punktreihe hezw. einem in welcher diese Strecke mit oft c perspek- 

Strahlenbüschel, so müssen weitere projektivisch tivisch liefft 
entsprechenden Elemente beider Gebilde ,r , . -r» i 

nach gleichem Doppelverhältnis konstruiert 2. Man lege im Punkte 5 an der Strecke 

werden, also nach Herstellung der perspek- BA den Winkel (oft), an der Strecke BC 

tivischen L^e zwischen ABC und ahc eben- den Winkel (ftc) an und suche dadurch die 

falls in vereinigter Lage sein, wie Aa, Bh, Cc. Mittelpunkte M und M' der beiden Kreise, 

Man kann daher eine Punktreihe mit von deren Punkten aus AB unter dem 

einem projektivischen Strahlenbtischel Winkel (a ft) bezw. ^C unter dem Winkel (6c) 

in vereinigte Lage gelangen, indem man schneiden, ist der Punkt S^, for welchen: 
mit drei beliebig ausgewählten Ele- ^AS^B=iABN^=^{ah) 

menten ABC und ahc obige Konstruktion und 
ausführt. — Nicht als neue, sondern als iden- -«^ CS^B = CBN' = (c6), 




durch ümklappung um ^5C als Symmetrie- Büschel ahc mit ABC perspektivisch liegt, 
achse entsteht. 

Aufgabe 122. Man soll mit jeder von 
zwei beliebigen auf gemeinsamem Träger 
liegenden Pnnktreihen denselben vorgegebe- 
nen projektivisch verwandten Strahlenbüschel 
in perspektivische Lage bringen. 



Aufgabe 123. Man soll in zwei pro- 
jektivisch verwandten Punktreihen auf ge- Auflösung. Man verbinde die dreiPunkte 
memsamem Tröger die Doppelelemente ^^ ^ mit einem ganz beliebigen Punkte 
aufsuchen, wenn drei beliebige Paare zu- sl der Ebene und bringe den so entstan- 
geordneter Elemente A,A^, B,B^, C,C, ge- ^enen Strahlenbüschel nach Aufgabe 121 
geben sind. ^^^^ A^B^C^ in perspektivische Lage als 

Büschel aS^. Dann* sind die Büschel ä\ und 
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Figur 84. 
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ErkL 822. Die nebenstehende AnflOsuDg 
bildet die VervoUständignng der Angaben 86, 
87, 93. Die Toriiegende Angabe konnte an 
jener Stelle ohne Benutsnng von Mass- 
eigen Schäften nicht gelOst werden, da deren 
Ldsnng ohne solche eine höhere Anfjgabe („vom 
zweiten Qrade*') darstellt. — Ans der Lösangs- 
weise erkennt man sofort wieder, dass entgegen- 
gesetzt laufende Pnnktreihen zwei Doppel- 
punkte haben müssen, da ja die Scheitel 
S^S^ dann auf entgegengesetzte Seiten der 
Geraden i zu liegen kommen mflssen, um — 
selbst gleichlaufend — mit ungleich laufenden 
Reihen perspektiTisch zu werden. 



S^ kongruent und gleichlaufend (vergl. Auf- 
gabe 108), also liegen die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen sämtlich auf dem 
Kreis, welcher durch S^S^ und einen be- 
liebigen der Schnittpunkte geht. Hat also 
die Gerade t mit dem Kreis keinen, einen, 
oder zwei Schnittpunkte, so haben auch die 
beiden Punktreihen t^t^ keinen, einen oder 
zwei Doppelpunkte, und eben diese Schnitt- 
purste sind die Doppelpunkte. — Im übrigen 
liefert dieser Kreis natürlich auch zu jedem 
sonstigen Punkte der einen Reihe leicht den 
entsprechenden der andern. 



Angabe 124. Man soll in zwei pro- 
jektivisch verwandten Strahlenbüscheln 

mit gemeinsamem Scheitel die Doppel« Andeutung, Wird durch Projektion auf 
strahlen aufsuchen, wenn drei beliebig ge- eine beliebige Gerade auf vorige Aufgabe 
paarte Strahlenpaare gegeben sind. zurückgeführt. 



Veränderung erfährt der Scheitel «V? 

Figur 86. 



Anfjgabe 126. Zwei projektivische Pnnkt- 
reihen t^t^ seien in perspektivische Lage ge- 
bracht, und es werde die eine derselben i^ 

um den Schnittpunkt gedreht; welche Lagen- Auflösung. Zur Lösung dieser Aufgabe 

dient die Betrachtung des Fluchtpunktes bei- 
der Reihen. Wenn t^ um Dj, gedreht wird, 
so bleibt G^ in konstantem Abstand von jD^, 
beschreibt also (wie jeder Punkt von 
t^ einen Kreis um D^ und zwar mit 
Radius DG^. Die Strecken: 

sind jedesmal parallel t^ und die 
Strahlen: 

5F„ S'F„ S'*F^ 

sind parallel der entsprechenden Lage 
von ^i, </, </'. Folglich ist S stets 
vierter Eckpunkt eines Parallelogramms 
mit fester Seite I>%F^ «nd gleich- 
bleibender Seitenlänge I>\G^^ also 




' 
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Erkl, 828. Würde sich nicht t,, sondern t^ auch mit stets gleichlanger Seite F^S. Da- 
um D^ drehen, so würde der Punkt 8 wieder her hat S stets gleichen Abstand von F^ 
einen Kreis beschreiben müssen, aber nicht um ^^^ ^^^^^ beschreibt S einen Kreis um 
jPj, sondern um ö, und zwar mit Radius DF^. jp _..x t?« j«„„. 
— In Figur 86 bieten die Lagen f, und t, den ^« ™^^ Kaaius. 
Fall, wo sich Punkt S im kleineren Winkel der F^S = D^ ö,. 

Geraden t^ und t^ befindet; die Lagen f, und 
t\' dagegen den Fall, wo sich Punkt S im 
grösseren Winkel der Geraden f, und f," be- 
findet. Für beide Fälle — die ja eben durch 
Drehung ineinander übersehen können — bleibt 
dieselbe Erwfigung bestehen. 

Aufgabe 126. Man untersuche die Lagen- 
veränderung der Perspektivitätsachse zweier 
perspektivischliegenden Strahlenbüschel, wenn 

einer derselben längs dem gemeinsamen Strahle Andeutung. Man beachte die entstehen- 
▼erschoben wird. den ähnlichen Dreiecke. 



Aufgabe 127. Man betrachte t^t^t^ als . 
drei gemeinsam in perspektivischer Lage 
mit einzigem Schnittpunkt D^ss befind- 
liche projektivischen Pnnktreihen und unter- 
suche die Lage der Projektionsscheitel Auflösung. Bezeichnet man in Flgnr85 
^^12 '^13^23' h' ^^ h ^^^^ bezieht aufeinander t^tp 

^1^3, ^2^3, so schneiden einander in S^^ die 

ErkL 824. Verbindet man die Punkte Strahlen ^1^2. ^1,^2* ' '.i^^ '^la di^ Strahlen 

Ä^Ä^A^, B.B^B^, so erhält man zwei Dreiecke, ^i^s» ^i-^s* ' '» 1^ ^w ^le Strahlen Ä^Ä^ 

deren Eckpunkte auf drei Strahlen eines Punk- B^B^- • •. Verbindet man daher 6^,, und 

tes Z)ios liegen, und deren Seiten einander folg- Äjg, so trifft dieser Strahl sowohl wegen S^^ 

lieh in den Punkten einer Geraden iS„S,a^a auf f^ und ^2 ^i® ^"^^Prechenden Punkte Pj Pjt 

schneiden. Es sind also zwei perspektivi- ^Is auch wegen S,. auf t. und U die ent- 

sehe Dreiecke, wie solche in Aufgabe 73 a gp^echenden Punkte P, und P.. Demnach 

behandelt wurden. Die nebenstehenden Be- ,:*^_„ ^. t>„„i,*^ dp v^:j? „„/ ^j^oäi. 

weise der Sätze in Aufgabe 73 sind gegen die ^^S^n die lenkte P^Pg beide auf dieser 




voraus, welche an jener Stelle (ohne Doppel- liegen. — Ebenso hätte man ausgehen 
Verhältnisse) noch nicht erwiesen war. können von S^^ ^^^ '^28 ^^er S^^ und S^, 

und jeweils gefunden, dass der dritte Scheitel 
mit beiden andern auf derselben Geraden 
liegt. 



Aufgabe 128. Man betrachte S^S^S^ 
als drei gemeinsam in perspektivischer Lage 
mit einzigem Verbindungsstrahl cl^^^ be- 

findliche projektivischen Strahlenbüschel u^^ Auflösung. Auf t,, schneiden einander 

untersuche die Lage der Perspektmtäts- ^^^ ^^^^^ J^ ^^^ ^,1^ ^«^^^ mf t^, sXie a,a,. 

acnsen ^,2^3 '28- Bringt man f^^ und ^,5 zum Schnitt, so gehen 

durch diesen Schnittpnnkt sowohl wegen i^^ 
Erkl. 825. Die nebenstehende Ausführung die entsprechenden Strahlen p. und p^ aus 
behandelt die perspektivischen Dreiecke der 5 ^^^ 5,. als auch wegen ^, die ent- 
Aufgabe 73b Denn wenn man die Strahlen «ji-echenden Strahlen p, und p, aus S, und 
a^a^ao* 0,0^0^ zum Schnitt bringt, so erhält c^ t. u 1 /■ o* 1.1^ ^, ««j « 
man IW Dreiecke, deren Seitfn durch die ^3; I^emnach gehen die Sü^aWen ^, un^ 
Punkte einer Geraden d,„ gehen, und deren *>eide durch den Schnittpunkt von i^^f^y iJ» 
Eckpunkte folglich auf den Strahlen eines aber der Schnittpunkt von PiP^ auf /js 
Punktes t^^t^s^is Hegen. (Man kann als Figur liegen rauss, so müssen ^2^3^28 d^^rch einen 
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die Figar 85 insoweit verwenden, als dort vier Punkt gehen. — Ebeoso hätte man aasgehen 
perspektivische Pnnktreiben dnrch den Punkt können von ^o und ^o oder ft« und ^o, und 



18 



23» 



Am gellen. Aber die Projektionsscheitel sind jeweils befanden, dass der dritte Träger mit 
dort immer nur als Scheitel für dieselbe Reihe ^^^^^^ ^ ^^^^^ denselben Punkt geht. 
t^ mit je emer der andern gewählt, nicht, wie ^ 

hier nötig, auch fQr je zwei der andern Beihen 
untereinander.) 



Aufgabe 189. Wie werden die vorigen 
Ergebnisse für mehr als drei Gebilde in per- 
spektivischer Lage mit einzigem gemein- 
samem Element? 



Andeutung. Für jede mögliche Grup- 
pierung von drei Gebilden gilt der Inhalt 
der vorigen Auflösungen in gesonderter 
Weise. 



Aui^abe ISO. Man soll die vorigen Er- 
gebnisse fflr bewegliche Elemente aus- 
sprechen. 

Erkl. 826. Als Figur zu beiden neben- 
stehenden Sätzen benutze man die Figuren 68 
und 64 und denke sich Dreieck A^B^C^ ver- 
schoben in die Lage A^B^C^. Die Eckpunkte 
des letzteren entstehen, indem die Punkte 
^1, B^, Cj gleiten auf den Strahlen dnrch S, 
die Seiten des letzteren entstehen, indem die 
Seiten A,Bj, BjC, , C\A^ sich drehen um die 
Punkte der Geraden EHK. Kommen nur zwei 
Dreiecke zueinander in Beziehung, so wird das 
dritte Element immer das einzige in der freien 
Bewegung beschränkte, und daher kann man 
die Sätze dann auch aussprechen mit folgenden 
Schlüssen : 

Satz a. • • • so liegt der Schnittpunkt 
der driften Seiten auf der Verbindungsgera- 
den der Schnittpunkte der ersten. 

Satz b. • • • so geht die Verbindungs- 
gerade der dritten Eckpunkte durch den 
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der 
ersten. 



Auflösung. Betrachtet man die von den 
Punkten der Reihen bezw. den Strahlen der 
Büschel gebildeten Figuren als bewegliche 
Vielecke, so erhlUt man folgende Aus- 
drucksweise: 

Satz a. Werden die Eckpunkte 
eines Dreiecks verschoben auf drei 
Geraden eines Punktes, und drehen 
sich dabei zwei von dessen Seiten um 
zwei feste Punkte, so geht auch die 
dritte Seite beständig durch einen 
festen dritten Punkt, der mit den 
beiden vorigen auf einer Geraden 
liegt. 

Satz b. Werden die Seiten eines 
Dreiecks gedreht um drei Punkte 
einer Geraden, und verschieben sich 
dabei zwei von dessen Eckpunkten 
auf zwei Geraden, so gleitet auch die 
dritte Ecke auf einer dritten festen 
Geraden, die mit den beiden vorigen 
durch einen Punkt geht. 



Aufgabe 131. Dieselbe Auffassungsweise 
für Aufgabe 129 durchzuführen. 



Aafjgabe 182. Man betrachte t^t^t^ als 
drei paarweise in perspektivischer Lage be- 
findliche projektivischen Panktreihen mit ge- 
meinsamen Schnittpunkten ^28^31^12 ^^^ 
untersuche die Lage der Projektionsscheitel. 

Erkl. 827* Man beachte den Unterschied 
zwischen der Aufgabe 132 (bezw. 133) und der 
Aufgabe 127 (bezw. 128). Jene frühere Auf- 
f?abe behandelte einen viel spezielleren Fall als 
die vorliegende. Denn während dort die drei 
projektivisch liegenden Gebilde nur ein ein- 
ziges gemeinsames Element hatten, bestehen 



Auflösung. Ist 5ja in Figur 861 Pro- 



^l'2» 



S,^ für 



'18 



^1^3» 



so 



jektionsscheitel für ^ _ 
findet man den zugehörigen Punkt Ä^ auf 
t^ zu -423, indem man ty^ schneidet entweder 
mit der Geraden A^S^^ oder mit der Ge- 
raden -^g^jg. Da es aber nur einen einzigen 
Punkt A^ geben kann, und A^ mit A^ iden- 
tisch ist, so müssen die Geraden von ^2» 
nach Ä'12 und S^^ in eine einzige zu- 
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nnnmehr drei verschiedene gemeinsame Ele- 
mente für die drei Paare von perspektivischen 
Verwandtschaften. Die drei Punkte, welche 
dort anf einer Geraden liegen, hilden hier ein 
Dreieck; die drei Geraden, weiche dort durch 
einen Punkt gehen, bilden hier ein Dreiseit. 



sammenfallen, also muss A^^ auf der Geraden 
^12^^13 U^on* — Ans ganz gleichem Grunde 
muss B^^ auf der Geraden S^^S^^ liegen, 
und Co auf der Geraden StaS^f.- Die drei 



18 



18'-'«8' 



ProjektionsBcheitel S^^S^S^. bilden 
also ein dem Dreieck^ 2bC nroge- 
schriebenes Dreieck. 



Figur 86. 




Aufgabe 133. Man betrachte S^S^S^ 
als drei paarweise in perspektivischer Lage 
befindliche projektivischen Strahlenbüschel mit 
gemeinsamen Yerbindungsstrahlen 028^31^88 
und untersuche die Lage der Perspektivitäts- 
achsen. 

ErkL 828« Auch hier gelten die ent- 
sprechenden Ueberlegungen der Erkl. 827. Und 
zu beiden Aufgaben 182 und 138 gilt dieselbe 
Figur 86, bloss mit Wechsel der Bezeichnungen 
für genau gleiche Elemente. — Man erkennt 
femer in Figur 86, dass dieselbe in jeder Auf- 
fassung fünf willkürliche Stücke besitzt und 
nur ein bedingtes, nämlich: 

1. tyt^tf^ und auf einer Geraden durch einen 
Schnittpimkt zwei Scheitel: dann ist der dritte 
Scheitel bestimmt; oder: 

2. S^ S2 S^ und durch einen Punkt auf einer 
Verbindungsgeraden zwei Träger: dann ist der 
dritte Träger bestimmt. 



Aufl5siuig. Ist ^12 in Figur 86 11 Per^ 
spektivitätsachse für S^S^^ t*^ für S^S^, so 
findet man den zugehörigen Strahl a^ durch 
S^ zu a^s, indem man 8^ verbindet entweder 
mit dem Schnittpunkt a^t^^ oder mit dem 
Schnittpunkt a^t^^. Da es aber nur einen 
einzigen Strahl a| geben kann, und a^ mit 
Og identisch ist, so müssen die Schnittpunkte 
von a^s mit t^^ und ^^3 in einen einzigen 
zusammenfallen, also a^^ darch den Schnitt- 
punkt ^12^18 gehen. — Aus ganz gleichem 
Grunde muss 6,3 durch den Schnittpunkt 
^28^12 iT^ben und c^^ durch den Punkt /i8^£s- 
Die dreiPerspektivitätsachsen ^2^s8^8i 
bilden also ein dem Dreiseit ahc ein- 
geschriebenes Dreieck. 



Aufgabe 134. Man untersuche die Drei- 
ecke dreier zugeordneten Punkte oder Strahlen 
in Figur 86. . 



Aufgabe 136. Es seien gegeben n Träger 
t^t^' " tn und n Scheitel S^S^-- - Sn» Man 
soll ein n-Eck konstruieren, das gleichzeitig 
dem n-Eck der t eingeschrieben und dem 
n-Eck der S umgeschrieben ist, d. h. ein 



Auflösung. Man wähle einen beliebi- 



«Eck, dessen Ecken auf den t liegen und gen Anfangspunkt ^ auf /j (oder be^ 
dessen Seiten durch die S gehen. hebigen Anfangsstrahl a dorch ^,) und 

zeichne m vorgeschriebener Folge die auf- 
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Figur 87. 




Erkl. 829. In Fignr 87 ist die Aufgabe einander folgenden Seiten dnrcli die S bezw. 
ftir ein Dreieck bezw. drei Träger / und drei Eckpunkte anf den t, hia man wieder auf t, 
Scheitel S durchgeführt. ^M^^^ (bezw. nacli S^) zurückkommt zu einem 

nächBt die GleichEeit dw Punktet' (bezw! einem Strahle a'). Würden 

mente AB CD bezw. ahcd. Die «i &i c/a/ m „^, j> > , /v ^ * n « 

würden entstehen durch Verbindung 'der ^ """^ /\^^ T^, "0 zusammenfallen, 
Ä^'Bi'C^'D' mit fif,. Femer erkennt man ^ann wäre die Aufgabe bereits gelöst. Das 
daraus den Unterschied dieser Aufgabe von den ^ird aber im aUgemeinen keineswegs der 
vorigen und sieht doch auch unmittelbar, wie Fall sein, also das beliebig gefundene n-Eck 
dieselbe Konstruktion für beliebig viele t und kein nachYorschrift geschlossenes sein. Lässt 
S zu lösen ist. man aber den Purät Ä die ganze Punkt- 

reihe t^ (den Strahl a den ganzen Büschel 
Erkl. 880. Bei nebenstehender Auflösung s^) durchlaufen, so muss dabei jedenfalls 
wird angenommen, dass für die nacheinander ^^^^h einmal dasjenige Element getroffen 
zu verwwidenden Elemente t ?i?d 5 eane be- y^^^^^j^ welches die richtige Lösung liefert, 
stimmte Reihenfolge vorgeschrieben sei. Man - ,, .* ^^i^u^ «K..*i,«««r «»x«.««!, ;*.♦ oJ 
könnte aber diese Auswahl auch allgemein ^^^ «Bf "'f'^l überhaupt möglich ist. Bei 
unbestimmt lassen, und erhält so eine sehr dieser Durchlauf ong beschreibt aber wegen 
grosse Anzahl möglicher Fälle. Nimmt man der aufeinander folgenden Träger und Scheitel 
nämlich ein beliebiges der zweimal n Elemente der Pankt A^ eine Punktreihe: 
t oder S als erstes an, so hat man fllr das ^ n ^ v -« i. ^ a^ j n /^ =;?= ^ ». ^ ^ 
zweite Auswahl unter allen n ungleichen (S ^i-^«^» A V»\A Ajjf^v^ A^j^jfs A '/•; 
oder t), für das dritte unter allen übrigen AnBnCn A OnOnCn'J\ A^ B^ C^' 't\ «/^ Cj . 
(n — 1) gleichen {t oder S), für das vierte unter Folglich ist die Punktreihe: 

den übrigen (n — 1) ungleichen (5^ oder t), dann ,,^, ^«^v ,./. , ^ 

wieder unter (» - 2) gleichen und (n — 2) un- A^i ^i A ^i^iC^ (bezw. a/ft, c^ /\ a^h.c,), 

gleichen u. s. w. bis zum letzten ungleichen 8 ^^^ ^an hat auf L zwei projektivische Punkt- 
oder t, also im ganzen Möglichkeiten: ^^^^^^ ^ vereini^er Lage (in S, zwei pro- 
n (n — 1) (w — 1) (n — 2) (n — 2) . • • 2 • 2- 1 • 1 jektivische Strahlenbtischel in vereinigter 

— „.[(„_ I)n2~ n'(n — l)i Lag©)- Die richtige Lösung aber wird ge- 

Dabei ist aber jede Zusammenstellung doppelt liefert, wenn das letzte Element mit dem 

gezählt, nämlich in jeder ihrer beiden Umlaufs- ersten zusammenfällt^ d. h. durch die Doppel- 

richtungen, und so hat man zusammen nur halb demente dieser projektivischen Gebilde in 

so viele verschiedene Möglichkeiten der vereinigter Lage. 

Reihenfolge. Jede liefert aber wieder zwei Um also nun die Aufgabe zu lösen, kon- 
Lösungen (zwei verschiedene reelle, oder zwei struiert man zu drei beliebigen Anfangs- 
zusammenfallende reelle, oder zwei imaginäre), elementen die entsprechenden Schlnsselemente 
und so wird vorige Halbierung wieder auf- ^^^ ^^^-^^ ^^^ q^^^ ^^^ Aufgabe 123 
gehoben, und man behält n ! (n ~ 1) ! Lösungen. ^^^^^ ^^^^ ^^ Doppelelemente der so ent- 

V 1.1 001 rj IV t;^ v •« • j«- staudcnen projektivischen Gebilde in ver- 

Erkl. 881. Zum gleichen Ergebnis m der _. . x^^ t «~« n;^«« T>nj«« ^oo^^«;«.« a«« 

Anzahl der Lösungen gelangt min durch Per- ^^'«^^'', ^^f' ^i«»® ^^^^^^ dasjenige Aus- 

mutation der Elemente : Steht ein erstes t, am gangselement für das verlangte «-Eck, durch 

Anfang , so folgen 8j ij 5, ^3 Sg • • • , also noch welches man zu einem geschlossenen w-Eck 

nmal 5 mit n! verschiedenen Stellungen und gelangt. 
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(n — l)mal t mit (n — 1]! verschiedenen Stel- Je nachdem die beiden vereinigt liegen- 

Inngen, zusammen «!(n — 1)! So hat man den Gebilde zwei, ein, oder kein Doppel- 

bei Figur 87 bei allgemeiner Auffassung allein element besitzen , gibt es auch zwei , ein, 

zwölf Lösungen, nämUch je zwei für jede der ^^^^ ^^^ „.^^j^ ^ j^l^^g ^^^ ^^^^^ 

sechs verschiedenen Aufeinanderfolgen: ^ . ' *=* ^ 

Erkl. 882. Bei mehr als drei Paar Grund- 
elementen kann man sogar die Aufgabe stellen, 
dass das gesuchte fi-Eck einem gegebenen zu- 
gleich um- und eingeschrieben sei. Dabei 
braucht man bloss die S in die Schnittpunkte 
der t (die t in die Yerbindungsstrahlen der S) 
zu legen, natürlich aber mit der besonderen fttr 
die allgemeine Auffassung wirksamen Beschrän- 
kung, dass kein Element auf eines derjenigen 
beiden fallen darf, welche es selber projizieren 
muss. 



Aufgabe 136. Man soll zu einem gege- 
benen Viereck ein zweites suchen, das ihm 
sowohl ein- als umgeschrieben sei, d. h. dessen 
Ecken auf seinen Seiten liegen, dessen Seiten Andeutung. Man verfahre nach Erkl 332. 

durch seine Ecken gehen. 



5. Aufgaben über die Dualität; n-Ecl( und n-Seit. 

(Zu Abschnitt 5.) 

Aufjgabe 137. Man soll Einzelfälle aas 
der elementaren Stereometrie namhaft machen, 

in welchen eine Gegenüberstellung von Punkt . *■« ox « ^ * a • i. 

und Ebene stattfindet. ^ Auübsung. Stellen des stereometrwchen 

Lehrganges mit Reciprocität zwischen Punkt 

Erkl. 838. Aebnlich wie beim Kreise ist und Ebene bilden u. a. das der Kngel ein- 

auch für die Kugel die Polarebene eines geschriebene allgemeiue Tetraeder (durch 

Punktes der geometrische Ort der vierten dessen vier Punkte die Kugel als Umkugel 

harmonischen Punkte aller seiner Sekanten, i^^ bestimmt ist) : gemeinsam den umgeschrie- 

besondere für den äusseren Punkt die Ebene ^^ Regeln der vier körperlichen Drei- 

des Berührungskreises des Tangentenkegels. — "^"'^" a».^^« «^a t*^* Äui^/ciiivucu ^ 

Fftr den regulären Körpe?, der |ebildet leinte; — und das der Kugel um- oder an- 

wird durch je q an einer Ecke zusammen- geschriebene Tetraeder (durch dessen vier 

stossende n-£cke, ist die Eckenzahl: Ebenen die Kugel bestimmt ist als Inkugel 

4n oder Ankugel): gemeinsam den ein- oder 

^ ~ 2 (n 4-7r)~irjjT' angeschriebenen Kegeln der vier körper- 

die Flächenzahl: liehen Drei flache. Ferner die Polarität 

__ 4g in Bezug auf die Kugel: Polpunkt und Polar- 

f — ■2"(« + (?) — nq' ebene. Endlich das Entsprechen der fünf 

die Kantenzahl: regulären Körper unter Vertauschung der 

2nq Anzahlen iiirer Flächen und Ecken: 

ß^ — - ■* 

2(ti'j-q)~nq' Tetraeder — sich selbst reciprok mit 
Vertauscht man n und 9, d. h. nimmt man 4 Flächen, 4 Ecken, 6 Kanten; 

den Mittelpunkt jeder Fläche als neue Ecke Oktaeder mit 8 Flächen, 6 Ecken, 12Kan- 
oder die senkrechte Ebene auf der Eckencen- ten reciprok zum 

tralen als neue Fläche, so wird: Hexaeder mit 6 Flächen, 8 Ecken, 12Kan- 

, 4g t^Q. 

^ " 2{n-\-q)-97^ ""^' Ikosaeder mit 20 Flächen, 12 Ecken, 

_ 4w _ 30 Kanten reciprok zum 

' "" 2~(« + g) — «g" "" ^' Dodekaeder mit 12 Flächen, 20 Ecken, 
A' = k. 30 Kanten. 
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Aufgabe 188. Man soll Eigenschaften 
anfsachen, in welchen ehene and wind- 
schiefe Vielecke 1. übereinstimmen nnd 

2. sich nnterscheiden. Anflösnng. 1. Ebenes nnd windschiefes 

einfaches Vieleck von n Ecken besitzen in 

gleicher Weise die in der Antw. anf Frage 48 

genannten Eigenschaften, nämlich n Seiten- 

Erkl. 88i. Ans nebenstehender üeberlegnng . , . -,,. , , 1 , «x tn. 

- besonders bei einem Versuch der Auffassung »trecken, n ebene Wmkel, y n (» — 8) Drn- 

des windschiefen n-Ecks als n-Seit -- bemerkt gonalen; auch das windschiefe n-Eck besitzt, 

srie"RptÄSt''L''äÄriÄ r" *" *" -»"«tändigea aofgrefasst wird. 

Wohl aber kann die Reeiprocität in Geltnng -^n(n — \) Seiten nnd enthält -^ (n — 1)! 
treten. Dann stehen einander gegenüber dien^., .,^,^ t^, ^^ 

im Raum verteilten Punkte und n im Raum einfache wmdschiefe n-Ecke. — Bestehen 

verteilte Ebenen (aber nicht n Geraden): Je bleibt auch die metrische Eigenschaft des 

zwei jener Punkte und ebenso je zwei dieser ebenen n-Ecks, dass die Snmme von je 

Ebenen bestimmen eine Schnittgerade; je drei (w — 1) Seitenstrecken grösser sein muss, 

der ersteren bestimmen eine Ebene, je drei der also die n te. 

2. Dagegen besteht fdr das windschiefe 
»-Eck als vollständiges keine bestimmte An- 
gabe über Nebenecken, denn nicht alle 
Erkl. 885. Eine Beschränkung der All- Seiten liegen in gleicher Ebene, also können 
gemeinheit eines windschiefen Vielecks, die für nicht auf jeder Seite durch Schnitt mit den 
?ielerlei , besonders für metrische Behandlung, (n ~ 9) (n ~ 8) 
vorteilhaft ist. besteht darin, dass dasselbe auf übrigen die ^ Nebenecken ent- 

ächtftZril2?"7«f *1i±T»™'m^n im«" Btehen. ^e ^^ ebenen «-Eck. - Ebenso 
recnt) projizieroar sei. Dann kann man um^e- ,. ' . r..,i.« i •* j * i u er * 

kehrt ein windschiefes n-Eck entstanden denken verliert seme Giltigkeit der metrische Satz 

durch die Endpunkte beliebiger senkrechten Ge- ^^^^r die Winkelsnmme des »Ecks gleich 

raden, welche man in den Eckpunkten eines ^ — 2 gestreckten, vielmehr wird diese Summe 

ebenen «-Ecks errichtet. allgemein verschieden von {n — 2) • 2 Ä. 

Aufgrabe 139. Man soll ein windschiefes 
Viereck auf einfache Art entstehen lassen. 



Aufgrabe 140. Man untersuche die Fignr aus mehreren Punkten, von denen einige zu 
mehr als zweien auf einer Geraden liegen. 

Auflösung. Man kann dualistisch (in der Ebene) gegenüberstellen: 

die Figur von n Punkten, wovon p auf die Figur von »Geraden, wovon p durch 
einer Geraden liegen. einen Punkt gehen. 

1. Dann fallen beim einfachen »Eck 1. Dann fallen beim einfachen »-Seit 
diejenigen p — 1 Seiten in ehie einzige diejenigen p — 1 Ecken in eine einzige 
zusammen, durch welche jene p Punkte zusammen, in welchen jene p Geraden 
zu verbinden wären; und es bleiben nur zu schneiden wären; und es bleiben nur 
« — Q? — 2) Seiten des Vielecks. » — (^ — 2) Ecken des Vielseits. 

2. An Diagonalen des Vielecks verschwin- 2. An sonstigen Schnittpunkten der Seiten 
den alle diejenigen, welche mit jener Ge- des Vielseits verschwinden alle diejenigen, 
raden zusammenfallen, nämlich: welche mit jenem Punkte zusammenfallen, 

nämlich : 
(p-l)(p- 2) (p-^i)(p^ 2) 

1-2 ' 1-2 

bleilen also: bleiben also: 

j [n (» - 3) - (p - 1) (/> - 2)] Diagonalen. i- [n (n - 3) - (p - 1) (p - 2)] 

solche Schnittpunkte. 
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3. Soll das Vieleck als vollständiges ge- 
bildet werden, so fallen alle diejenigen Seiten 
in eine einzige zosammeni durch welche jene 
p Punkte zu verbinden wären, nämlich: 











1-2 ' 




und 


es 


bleiben: 












n(w — 


1) 


i>{p- 


•1) 



4-1 
2 2 ^ 

= 2.[n(n — l)-(p-2)(p + l)] Seiten. 



3. Soll das Vielseit als vollst&ndiges ge- 
bildet werden, so fallen alle diejenigen Ecken 
in eine einzige zusammen, in welchen jene 
f Geraden zu schneiden wären, nämlich: 

J>(J>~1) . 
i:2~' 
und es bleiben: 

n(n — 1) J?(y — 1) 1 , 
1-2 1-2 ' 

r=_|.[„(n-i)~(jp-2)0? + l)] Ecken. 



ErkL 886. Die Anzahl n — p + 2 entsteht 
aus n durch Subtraktion von p — 1 und Ad- 
dition von 1, nämlich: 

«-(p~l) + l = n-i> + 2. 

Dieselbe erfährt nur in dem einen Falle eine 
Abweichung, wo ^ = n, d. h. alle n Punkte 
auf einer Geraden oder alle n Geraden durch 
einen Punkt. Dann hat man nämlich nicht 2, 
sondern nur 1 zu setzen, da diese Gerade bezw. 
dieser Punkt zugleich als erster und letzter 
einzig zählt. Im tthriffen aber dient die Foxmel 
auch für den Grenzfa^ |> = 2 (der stets vor- 
handen), indem n — p -|- 2 für diesen Fall in das 
allgemeine n übergeht. Dasselbe gilt auch für 
die Zahl: 



Figur 88: Vierecke. 



w (« — 1) jp (p — 1) 



+ 1 



n(n— 1) 2-1 _ n(n — 1) 

2 "^ " 



2 



ErkL 887. Die Zahl : 
1 



2 



2 



[n(n-3)-(p-l)(i)-2)] 



kann auf zweierlei Weise erhalten werden: 

a) Von den p Punkten ergeben die beiden 
als Ecken geltenden (die änssersten) je ^ — 2, 
die p — 2 (inneren) je ^ — 8 Diagonalen, welche 
in die Gerade fallen, also verschwinden: 

2.(p-2) + (i^-2)(p-a) 

= (p — 2) (p — 1) Diagonalen, 

und bleiben übrig: 



Y[«(n 



3)-(i>~2)(p-l)]. 



b) Von jedem der n — p Punkte ausserhalb 
der Geraden gehen je n — 3 Diagonalen aus ; 
von jedem der p Punkte auf der Geraden nur 
noch n — p mit Ausnahme der zwei von den 
Eckpunkten ausgehenden Seiten, also: 

(n-p)(«_3)+;>(n-i>)-2 

=:n(n~3)~p(n — 3 — n +;?) — 2 

= w (n — 3) - (/>2 — 3/? + 2) 

= n(n-3)-(p-l)(p-2). 

c) Und da in beiden Fällen a) und b) jede 
Diagonale doppelt gezählt ist, so muss das 
Ergebnis noch halbiert werden. 




Figur 89: Vierseite. 




• 
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Aufgabe 141. Man bestätige die Ei^eb- 
nisse der yorigen Antwort ans den Figuren 88 
und 89. 



Aufgabe 148. Was wird ans Aufgabe 140, 
wenn mehrfach vereinigte Lage der Ele- Auflösung. Wenn in Aufgabe 140 nicht 
mente vorkommt ^^ ^ ^^^ ^^^^^ ausserdem noch q mal ver- 

o-vi »»o TT V j T *^-^ ^ • * einigte Lage von Punkten auf einer Geraden 
£rkl. 888« von besonderem Interesse ist ^ ,^^ n™5*.« ;i«»«i» «««^« t>«,.v« ..^^*^4i^A^* 
der letzte Fall nebenstehender Auflösung. Man ^^«7 ^^^^^"^ f "'^^a i.®?®"" ^^^^ stattfindet, 
hat n&mlich häufig Fälle derart zu beoba45hten «<> kommen zu den Abzügen der vorigen Auf- 
in Planimetrie und projekti^ischer Geometrie, gäbe wegen p noch einmal dieselben Abzüge 
So hat man wegen q, 

a) sechs Punkte, wovon viermal je drei auf Tritt insbesondere jene vereinigte Lage 
einer Geraden liec^en: sowohl beim vollständigen in regelmässiger Wiederholung auf, also etwa 
Vierseit, als auch bei den sechs Aehnlichkeits- von n Elementen x mal p in vereinigter Lage, 
punkten dreier Kreise (Figur 47 des VIIL Teiles so tritt auch der Abzug x mal ein, also: 
von Kleyer-Saehs, Lehrbuch der Ebenen Ele- n-^xiv — Ü) 
menUr-Geometrie oder auch Figur 47 im vor- -^ , ^ ^ 

liegenden Lehrbuche), oder auch bei den sechs ^^^^" 

vierten harmonischen Punkten auf den Seiten _L u (n — 8) — cc (|j — 1) (|> — 8)1 

des vollständigen Vierecks zu den Schnitt- ^ 

punkten (HIKLMN in Figur 38); bezw.: 

b) sechs Gerade, wovon viermal je drei ^[n(n-^l)-x(p -2)(p + l)]. 
durch emen Punkt gehen: sowohl beim voll- 2 ^ ^ ' / vx- 1 /j 
ständigen Viereck, als auch bei den sechs Hai- Solchen allgemeinen Fall bilden z. B. die: 
bierungsgeraden der Winkel und Aussenwinkel . 

des Dreiecks (Figur 60 des IV. Teiles von i_ „ (n _ l) (n — 2) (n — 8) 

Kleyer-Sachs, Lehrbuch der Ebenen Elementar- ^ 

Geometrie), oder auch bei den sechs vierten Nebenelemente des vollständigen Vielecks 

harmonischen Strahlen durch die Ecken des oder Vielseits, welche zu je: 

vollständigen Vierseits zu deren Verbindungs- , o^ , ox 

geraden (hiklmn in Figur 89). (n - 2) (w — öj^ 

[c) Analog auch sechs Ebenen, wovon vier- •«. • j j 
mal je drei durch eine Gerade gehen: bei den °^" J®^®°^ ^®^' 
mittelsenkrechten Ebenen der sechs Kanten oder n {n — 1) 

auch bei den sechs sog. Schwerebenen eines be- 2 

liebigen Tetraeders.] Hauptelemente vereinigt liegen. 

Aufgabe 143. Man untersuche: 

a) 9 Punkte, wovon einmal 4 und einmal 
3 auf einer Geraden liegen, 

b) die vorigen Fälle von 6 Elementen, 
wovon viermal je B in vereinigter Lage mit 
einem Element. 



Angabe 144. Man soll die Anzahl der 
Diagonalen und Seiten des n Ecks in engere 

Verbindung bringen. Auflösung. 1. Eine nächste Verbindung 

zwischen Seiten- und Diagonalenzahl erhält 

Erkl. 389. Die nebenstehende arithmetische man ^«»rch Abzahlung der letzteren nach 

Summierung kann auch anders ausgeführt wer- ihrer Entstehungs weise: Von der ersten i-cke 

den: LCst man nämlich die Klammer auf und aus gehen » — 8. Sind diese gezogen, so 

ersetzt die erste — 3 durch — 1 — 2, so folgt sind auch von der zweitfolgenden noch n — 3 

n — Imal die Zahl « und davon: za zeichnen, von der drittfolgenden aber nur 

— 1 — 2 — 3 — 4 — 5... — (« — 1), noch n — 4, weil eine schon vorhanden, von 

also : der vierten nur noch n — 5, weil zwei schon 

n — 1 . _iN«.__A/ _\\ vorhanden, und so fort bis zu den beiden 

2 (A -i- n 1; — ^{n i). letzten Eckpunkten, wo keine mehr neu ge- 
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Man erhält also: zeichnet werden kann» weil alle schon ror- 

( ^\ ^ ('* ~ ^) — ^ (^ — 1) banden sind. Man hat also als Anzahl der 

n{n—\) ^ — ^ . Diagonalen : 

Erkl. 840. Der Zusammenhang zwischen (»-3) + (»-3) + (n-4)+(n-6) + ... + l. 

Seitenzahl, Diagonalenzahl und Seitenzahl des Abgesehen vom ersten Posten n — 3 ist das 

▼ollständigen n-Eeks bestätigt sich auch am eine arithmetische Reibe, bei welcber Olieder- 

Ergebnis der Angabe U2. Denn: zabl « — 3, Anfangsglied n — 3, Differenz 

/ ft\ I 1 r / ON r 1^/ n\i — li Ictztcs Glied 1, also Summe: 

= y[2n + w(« — 3) — 2ar(p — 2) 2 ^ ^ -^ 2 

^x(p — l')(p — S)] Zusammen mit dem ersten Posten n — 3 hat 
l man also: 



= y[n(2 + n~3)~*(i^-2)(2 + p~l)] 

= Y « (n — 1) — a? (p — 2) (^ + 1)], wie oben. 



<-»>0+t)=^^^. 



wie oben gefunden. i- Ein weiterer Zusammenbaog zwischen 

Seiten und Diagonalen ist der, dass stets die 
Erkl. 841. Um den dritten Teil neben- Summe der Seiten und Diagonalen des ein- 
stehender Auflösung zu beweisen, setzt man fachen n-Ecks gleich der Seitenzahl des voll- 
in dem soeben erhaltenen Ausdruck statt n ständigen «-Ecks ist. In der That ist: 

die Seitenzahl -^?-^^^ — ^, femer a? = n und »r» — 3) 2« 4- «2 — 3» n^ - n 

p=:n — l und subtrahiert noch n, so dass '2 2 2 

entsteht : n (n — 1) 

1 r »(^-l) /n(n~l) A = 2 ' 

L2V2 / g^ Endlich kann man auch auf Grund der 

- n (n — 1 — 2) (n — 1 ■+- 1) — n Auflösung der Aufgabe 142 die Anzahl der 

[-J Nebenelemente bestimmen. Denn die 

-1 2 (n-3).n-2j n (n ~- 1) 

= T P"* ~ 1) (» +1) (n-^2) _ (^2_3^^g)1 Seiten des vollständigen n-Ecks ergeben als 
L J Schnittpunkte die Ecken und Nebenecken; 

= _ü. [(n — 1) (» -|- 1) (n — 2) — 4 (?i - 1) (n - 2j] ^^^^ ™^8S die Zabl der Nebenecken entstehen, 

3 wenn man die Eckenzahl n abzieht von der 

__ n (n •— 1) (n — 2) . ^ nach Aufgabe 142 bestimmten Anzahl von 

8 \ -T ) Schnittpunkten von: 

___ n (n ~ 1) (n — 2) (n — 3) n(n— 1) _ ^ 

- 8 • 2 - ^ 

Und dies ist genau die früher gefundene Zahl Geraden, von denen in jeder Ecke, also 

der Nebenelemente. im ganzen n {= x) mal, je 

Erkl. 842. Der Baumerspamis wegen, und (i^ =) « — 1 

da es sich an dieser Stelle nur um die dualistisch zusammentreffen, 
gleichbleibenden Zahlen werte handelt, ist neben- 
stehende Aufgabe nur fürs n-Eck durchgeführt. 
Natürlich könnte aber in genau gleicher Weise 
und mit gleichen Zahlenergebnissen dieselbe 
Ueberlegung für das w-Seit durchgeführt wer- 
den, nämlich zwischen Seiten, Ecken und Neben- 
seiten des einfachen und des vollständigen n-Seits. 



Aufgabe 145. Die Ergebnisse der vorigen 
Aufgabe am Fünfeck und Sechseck zu be- 
stätigen. 
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Aufgabe 146. Wieviele Schnittpnokte 
liefern n Gerade, wovon p und q parallel 
sind? 



Erkl. 848« Da in der projektivisehen Geo- 
metrie ein unendlich femer Punkt jedem end- 
lich gelegenen gleichwertig ist, so ist auch in 
dnalistiBdier Uebertragung keinerlei anderes 
Ergebnis zu erwarten, als fttr n Punkte, wovon 
p und q auf einer Geraden. — Und swar braucht 
diese durchaus nicht die unendlich ferne Gerade 
zu sein. — Wird der unendlich ferne Punkt 
nicht mitgezählt, so geht die Dualität innerhalb 
der Angabe 140 verloren. 



Auflöfung. Da parallele Geraden durch 
einen unendlich fernen Punkt gehen, so hat 
man hier n Gerade , wovon p und q durch 
einen Punkt gehen; also nach Aufgabe 142 
Anzahl der Schnittpunkte: 

^[n(n-l)-(p^2)(j>+l)^(q-2)(q+l)]. 

— Dabei ist jeder der beiden unendlich 
fernen Punkte mitgezählt. Will man die- 
selben weglassen, so unterbleibt die Addition 
von 1 beidemale, und man hat als Anzahl 
nur: 

^[n(n-l)-i>(i,-l)-g(g-l)l. 



Aufgabe 147. Wieviele Dreiecke bezw. 
Dreiseite bestimmen beliebig gegebenenPunkte 
bezw. Gerade? 



Au^be 148. Welche der in Figur 37 
nnd Erkl. 188 behandelten Dreiecksarten 
liefert ein gewöhnliches Dreiseit? 

Erkl. 844. Bilden die drei Geraden kein 
gew(;hnliches Dreiseit, so kann man haben: 

1. Zwei parallele, geschnitten von einer 
dritten: dann entstehen zwei Dreiecke von der 
zweiten und zwei von der fttnften Art. 

2. Zwei schneidende Geraden mit der un- 
endlich fernen: dann entstehen vier Dreiecke 
der vierten Art. 

3. Das Dreieck der sechsten Art mit drei 
verschiedenen Seiten (also messbaren Winkel- 
grdssen) kann nur dann entstehen, wenn die 
Ebene seiner Zeichnung selbst (im Raum) un- 
endlich fem liegt, denn in einer durchs End- 
liche gehenden Zeichenebene können nicht drei 
verschiedene unendlich ferne Geraden liegen 
(sondern nur eine einzige). 

Erkl. 845. Zur Bestimmung desjenigen der 
vier Dreiecke dreier Punkte oder dreier Ge- 
raden, welches gerade behandelt werden soll, 
genügt die Angabe eines Punktes, welcher 
darin liegen soll, oder einer Geraden der 
Ebene, welche nicht hindurchgeht. 



AuflSsung. Ein gewöhnliches Dreiseit 
liefert 1. den Innenranm der drei Seiten als 
Dreieck erster Art nach Fig. 37 nnd 2. je einen 
Soheitelwinkelraum nebst dem gegenüber- 
liegenden Aussenwinkelraum als Dreieck 
der dritten Art nach Figur S7; also zu- 
sammen vier Dreiecke, von denen je zwei 
eine Seite und deren gegenüberliegenden 
Winkel gemeinsam haben. Von jedem Punkte 
der Ebene kann man zu jedem innerhalb 
desselben dieser vier Dreiecke liegenden 
Punkte auf einer Geraden übergehen, ohne 
irgend eine der drei Geraden zu überBchreiten, 
nämlich nötigenfalls durch den unendlich 
fernen Punkt dieser Verbindungsgeraden 
hindurch; die andere Strecke dieser Geraden 
wird dann jedesmal von allen drei gegebe- 
nen Geraden geschnitten. 



Aufgabe 140. Es seien gegeben drei 
Ponkte und eine sie trennende Gerade. Man 
bestimme daq'enige Dreieck der drei Punkte, 
welches von der Geraden nicht geschnitten 
wird. 



Angabe 150. In wievielfacher Weise 
kann der Umlauf eines Parallelogramms statt- 
finden, wenn man die vorige Betrachtungs- Auflösung. Man betrachtet beim Parallelo- 
weise zur Anwendung bringt? gramm zunächst die beiden verschiedenen 

Sachs, Projektivische (nenere) Geometrie. I. Teil. 11 
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Figur 90. 




ErkL 846« Dass aus den dreierlei ein- 
fachen Yierseiten des allgemeinen vollständigen 
Vierseits beim Parallelogramm nut zweierlei 
werden, liegt an der zentrischen Symmetrie 
^dieser Figur. — Uebrigens ist für mehrere 
'£inzelfiguren der Figur 90 mit Figur 40 und 41 
Zusammenhang herstellbar. So wird Figur 41, II 
zu Figur 90, 7, wenn 2 || 3 und 1 1| 4; Figur 40, 6 
zu Figur 90, 8, wenn die Punkte 1 und 8 ins Un- 
endliche rücken. Und erstere wird zuFignr90,9, 
wenn einmalige, zu Figur 90, 12, wenn zwei- 
malige Umlegung der Richtung nach dem un- 
endlich fernen Punkt eintritt; ebenso letztere 
zu Figur 90, 11 durch einmalige, zu Figur 90, 13 
durch zweimalige Umlegung. 

ErkL 847« Die sechs Fälle der ersten Zeile 
der Figur 90 lassen sich leicht anordnen nach 
4, 3, 2, 1, maliger Wahl der inneren oder 
äusseren Strecke jeder Seite zwischen den 
Schnittpunkten mit den Nachbarseiten, nämlich: 

1. ftf't, 2. »t»a, 8. iiaa, 

4. iaia, 5. iaaa, 6. aaaa. 

Diese Figuren sowohl wie jene der zweiten Zeile 
bleiben selbstverständlich gleichwertig, ob sie 
mit dem spitzen oder dem stumpfen Winkel 
des Parallelogramms zur Ausführung gebracht 
werden. 



Arten der Zuordnung der Paralleloi, ob näm- 
lich je zwei Parallele zu Gegenseiten oder 
ZQ Nebenseiten bestimmt werden, also 
(Figar 90) a\\c und h \\ d oder a' ||.6' und 
c* II d'. Im ersten Falle kann der Umlauf 
auf die sechs verachiedenen Arten geschehen, 
welche die erste Zeile der Figur 90 auf- 
weist, im zweiten Falle auf die sieben Arten, 
welche die zweite Zeile aufweist Denn man 
kann jedesmal die innere oder äussere Strecke 
einer Seite zwischen den Schnittpunkten ihrer 
Nachbarseiten durchlaufen, und auch als Bich- 
tung zum Schnittpunkt zweier Parallelen 
auf beiden die eine, oder auf beiden die an- 
dere, oder auch auf der einen die eine, anf 
der andern die andere Richtung wählen. 



Aufgabe 151. Welche Einzelteile ergibt 
die Figur 41 des Vierseits ab cd? 



Aufgabe 162. Man soll die Elemente des Sechsecks und Sechsseits durch Zeichnung 
feststellen. 



Auflösung. 1. Man hat in Fig. 91, 1 (S. 164) 
sechs Punkte -4 JB CD ^i'' und ein ans sechs 
VerbinduDgsgeraden derselben gebildetes ein- 
faches Sechsseit. Man hat aber sämtliche 
15 Verbindungsgeraden der sechs Punkte zu 
denken, um so das vollständige Sechs- 
eck zu erhalten mit seinen 6 Hanptecken, 
15 Seiten, 45 Nebenecken. 



1. Man hat in Fig. 92, 1 (S. 1 65) sechs Gerade 
ahcdef und ein aus sechs Schnittpunkten 
derselben gebildetes einfaches Sechseck. Man 
hat aber sämtliche 15 Schnittpunkt« der sechs 
Geraden zu zählen, um so das vollständige 
Sechsseit zu erbalten mit seinen 6 Haupt- 
seiten, 15 Ecken, 45 Nebenseiten. 
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2. Die verschiedenen Omppiemngen der 
15 Seiten zu je einem andern einfachen Sechs- 
eck liefern zusammen die 60 verschiedenen 
Sechsecke der Figur 91, in welchen keine 
andern als die ursprünglichen sechs Punkte 
in immer geänderter Reihenfolge zur 
Verbindung gelangen. 



2. Die verschiedenen Grappierungen der 
15 Eckpunkte zu je einem andern einfachen 
Sechssdt liefern zusammen die 60 verschie- 
denen Sechsseite der Figur 92, in welchen 
keine andern als die ursprünglichen sechs 
Seiten in immer geänderter Beihenfolge 
zum Schnitt gelangen. 



3. Dahei hat man 60 • 6 = 860 Verhin- 
dongsgeraden , also jede der 15 Seiten 
24 mal verwendet, z. B. die Seite AB in 
den ersten 24 Sechsecken jedesmal, dann 
aber nie wieder; die Seite BC in: 

1-6, 25-80, 48, 44, 47, 48, 51-65, 57, 59, 60. 



8. Dahei hat man 60 * 6 = 360 Schnitt- 
punkte, also jeden der 15 Eckpunkte 
24 mal verwendet, z. B. die Ecke (ab) 
in den ersten 24 Sechsseiten jedesmal, dann 
aber nie wieder; die Ecke (bc) in: 

1—6, 25—80, 43, 44, 47, 48, 51—55, 63, 59, 60. 



4. Um die einzelnen Sechsecke aufzu- 
finden, hat man die Elemente ABCDEF 
unter Festhaltuog eines einzelnen so oft zu 
permutieren als möglich ist, ohne gleiche 
Folge in umgekehrter Reihe zu erhalten. 
Bezeichnet man die Elemente A — jP mit den 
ZiiFem 1 — 6, so entsteht: 



4. Um die einzelnen Sechsseite aufzu- 
finden, hat man die Elemente abcdefxmXj&t 
Festhaltung eines einzelnen so oft zu per- 
mutieren ids möglich ist, ohne gleiche Folge 
in umgekehrter Reihe zu erhalten. Be- 
zeichnet man die Elemente a — f mit den 
Ziffern 1—6, so entsteht: 



1. 1284561 


7. 124 3661 


18. 126 3461 


19. 1263461 


2. 1284651 


8. 124 8651 


14. 126 8641 


20. 126 8541 


B. 128 6461 


9. 1245361 


15. 126 4361 


21. 1264361 


4. 123 6641 


10. 124 6631 


16. 1254631 


22. 126 4631 


5. 1236461 


11. 124 6351 


17. 125 6341 


28. 126 6341 


6. 1286541 


12. 1246531 


18. 125 6431 


24. 126 5431 


25. 1324561 


• 

81. 184 9661 


85. 135 2461 


89. 136 2451 


26. 132 4651 


82. 134 2661 


86. 136 2641 


40. 136 2641 


27. 132 6461 


88. 1345261 


87. 1354261 


41. 1364261 


28. 1326641 

29. 1326451 


(134 6621 = 24) 
84. 1346251 


(136 4621 = 22) 
88. 135 6241 


(136 4521 - 16) 
42. 186 6241 


80. 132 6541 

1 


(134 6521 = 18) 


(135 6421 = 12) 


(136 6421 = 10) 


18. 142 3561 


47. 143 2661 


51. 145 2361 


58. 146 2351 


44. 142 8651 

45. 142 5861 


48. 143 2661 

49. 143 6261 


(145 2631 = 40) 
52. 146 3261 


(146 2581 = 36) 
54. 146 3251 


(142 5681=42) 
46. 1426861 

(142 6631 = 88) 


(143 6621 = 28) 
60. 143 6261 

(143 6621 = 17) 


(146 3621 = 20) 
(146 6231 = 30) 
(145 6821 = 6) 


(146 3521 = 14) 
(146 5231 = 28) 
(146 6321 = 4) 


55. 1628461 


57. 163 2461 


59. 164 2361 


• 


(152 3641 =: 64) 
56.152 4861 

(152 4681 = 41) 
(162 6841=60) 
(152 6481 = 34) 


(163 2641 = 63) 
58. 1584261 

(153 4621 — 21) 
(163 6241 =46) 
(153 6421 = 11) 


(1542631 =39) 
60. 154 3261 

(164 3621 = 19) 
(164 6231 = 29) 
(164 6321 = 5) 


(vergleiche ErkL 850). 



Diese Beihenfolgen gelten identisch für die mit den betreffenden Ziffern versehenen 
Fälle beider Figuren 91 und 92. 
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Figur 91. 




Sechzig verschiedene einfache Sechsecke im gleichen vollständigen Sechseck. 



i 
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Figur 02. 




Sechzig yenchiedene einfache Sechsseite im gleichen vollständigen Sechsseit. 
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5. Die allg^emeine Darchführnng in Antwort 50 nimmt für das Sechseck nnd Sechsseit 
folgende Gestalt an: 

Jeder der sechs Punkte mit jedem an- Jede der sechs Geraden mit jeder andern 
dem znsammengenomnien liefert: zusammengenommen liefert: 

Verbindungsgeraden; diese worden anter sich Schnittpnnkte; diese würden anter sich 
geben: geben: 

15-14 15-14 

Schnittpunkte, wenn nicht wegen der fünf dorch Verbindungsgeraden, wenn nicht wegen der 
jede Ecke gehenden Verbindongsgeraden: fünf auf jeder Seite liegenden Sohnittpunkte: 

5-4 5-4 

= 10 4-4- = 10 



1-2 1-2 

Schnittpunkte in jeder Hauptecke, also Verbindangsgeraden auf jeder Hauptseite, 

zusammen: also zusammen: 

610 = 60 610 = 60 

Schnittpunkte fortfallen müssten. Daher Verbindungsgeraden fortfallen müssten. Da- 
bleiben: her bleiben: 

105 — 60 = 45 Nebenecken. 105 — 60 = 45 Nebenseiten. 

Zur gleicher Anzahl gelangt man durch Zur gleichen Anzahl gelangt man durch 
die Abzahlung, dass auf jeder der 15 die Abzahlung, dass in jedem der 15 Eck- 
Seiten von ihren 14 Schnittpunkten mit den punkte von seinen Verbindungsgeraden mit 
übrigen 14 Seiten je vier in eine der den übrigen 14 Ecken je vier auf eüie 
beiden auf dieser Seite liegenden Haupt- der beiden durch diese Ecke gehenden Hau pt- 
ecken fallen, also nar freiliegende: seiten fallen, also nur freiliegende: 

14 — 8 = 6 14 — 8 = 6 

Nebenecken bleiben. Das macht auf allen Nebenseiten bleiben. Das macht durch alle 

15 Seiten zusammen: 15 Ecken zusammen: 

^^•^ =15.3 = 45 4^=15.8 = 45 



1.2 1-2 

Neben ecken. Nebenseiten. 

£rkL848. Die Seite J3C in Figur 91 kann Erkl. 349. Nimmt man statt Ecke (be) 

nur als die einzige Verbindungsgerade der etwa Ecke (cf), so muss auch diese 24 mal als 

Punkte B und O auftreten; die Ecke (bc) in Ecke vorkommen. Und zwar erscheint sie 

Figur 92 dagegen kann in der Form jedes der mit jedem der vier Winkel, nämlich mit dem 

vier Winkel auftreten, welche die Geraden b nach oben geöffneten Winkel in 11 und U, 

und c an ihrem Schnittpunkt bilden. So hat mit dem nach rechts geöfifneten Winkel in 5, 

man in Figur 92 den nach rechts oben geöfP- 16, 41, 54, mit dem nach links geöffneten in 

neten Winkel (bc) in den Fällen 1 bis 6, den 9, 20, 45, 46; am häufigsten aber mit dem 

nach links unten geöffneten Scheitelwinkel des nach unten geöffneten Winkel in 6, 8, 10, 15, 

vorigen in den Fällen 25 bis 80, in allen übrigen 17, 19, 39, 40, 42, 44, 50, 51, 56, 69 - weil 

12 Fällen aber den nach links oben geöffneten eben in der Richtung nach nnten noch am 

Nebenwinkel der beiden vorigen. Mit dem nach meisten Schnittpunkte mit den übrigen Seiten 

rechts unten geöffneten Scheitelwinkel des letz- gelegen sind. Ausserdem erscheint Schnittpunkt 

teren kann die Ecke (be) nicht auftreten, weil (cf) (aber nicht als Ecke) in 8, 4, 12, 18, 21, 

in jener Bichtung fttr beide Geraden b und c 22, 85, 86, 63, 57. — Doch sind die Betrach- 

zwar Schneidung mit a, aber mit keiner der tungen dieser beiden Erkl. 848 und 849 dua- 

andern Seiten zu finden wäre. Wo also Seite a listisch Übertragbar nur soweit die Anzahl 

mit b und c geschnitten wird, da kann (bc) des Vorkommens, nicht aber sofern die gegen - 

nicht als Ecke auftreten (z.B. 10, 12, 16, 18, seit ige Lage der Elemente in Betracht kommt 
22, 24), sondern die Geraden b und c sind als 
Seiten des (üb erschlagenen) einfachen Sechsseits 
benützt über ihren Schnittpunkt hinaus bis zum 
Schnittpunkt mit andern Seiten. 



166 2841 = 48 
2431 = 32 



156 3241 = 44 
8421= 8 
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£rkL 852. Wollte man nach Erkl. 351 

Erkl. 860. Die vorstehend (S. 163) auf- ^^^^^ Zasammenstellmigen in Figur ^ 92 

geEÄhltei Permutationen der Elemente 2 bis 6 Ätlcr^n^l JA tr Äf/'n o^"''^" 

hinter dem festgehaltenen Element 1 umfassen Ä^f , '?J'L, S^rul^ l? 

alle Anfinge von 123 bis 164. Diejenigen ^.^^^f S\?^^T^^ ^'^i ^^^.n^''f ^^l ^^" 

Beihenfolgel deren Umkehrung nur wieierTine 3 ÄikÄ^ef^^^^^^ 

der vorhergehenden.Hefert, sind nicht gezählt, Se SS der Se^^^^^^^^^ 

Ä'^nf.'LTrrf^^™^^^^^^ 11« 1»» 26, 26, 29, 31 bV 34', 38, 43,^44 

St lauSr ÄrholSnÄäS ch^^^^^ *^' ^^' ^^'^ ^'' 21 FäUe mit einmaüger Schnei: 

gibt lauter wieaernoiungen, namJicn. ^^^ ^^^.^^ g^.^^^^^ ^j^^ ^j^ ^^^j ^^^.^^ .^ 

156 4231 =: 26 Scheitelwinkeln aneinander stossenden Bäumen 

4321 = 2 (3, 6, 14 bis 16, 20, 21, 23, 24, 27, 30, 37, 39 

* bis 42, 46, 47, 48, 68, 60); der 13 Fälle mit 

Und ausserdem sind nur noch Anfönge mit 162 zweimaliger Schneidung der Seiten, also mit drei 

bis 165 möglich; diese Gruppierungen sind aber meist in Scheitelwinkeln aneinander stossenden 

alle schon erschöpft, wie man auch daraus sehen Bäumen (4, 10, 13, 17, 18, 22, 28, 36, 52, 64 

kann, dass von den 60 geltenden Gruppen bjg 55^ 59). u^d der 6 Fälle mit dreifacher 

5-2-t-5'4 + 1.6 = 36 bisher wiederholt wur- Durchschneidung der Seiten, also vier getrennten 

den, also gerade 24 für die Wiederholungen Räumen (12, 36, 61, 63, 67): 
durch die 24 mit 16 anfangenden übrig bleiben. 21-4-21 4-13-4-6 = 60 

Erkl. 868. Es wäre ein Irrtum, zu glauben, 
dass die sechs Hauptelemente eines vollständigen 
Erkl. 851. Da die sechs Punkte in Figur 91 Sechsecks oder Sechsseits wenigstens einmal 
einigermassen regelmässige Verteilung zeigen, ein konvexes einfaches Sechseck von der in der 
so kann man auch unter den 60 Sechsecken Planimetrie behandelten Art liefern müssten. 
gewisse verwandte Figuren auffinden, die in Solches ist z. B. der Fall bei Figur 91, nicht 
Bezug auf jede der Seiten AB, BC, CD, DE, »^er bei Figur 92. Es wäre der Fall vor- 
EF, FA oder jede der Diagonalen AC, BD, banden beim Sechsseit aus den sechs Geraden 
CE, DF, EA, FB gleichartige Zuordnung von Figur 91, 1, aber sonst bei keiner der 
aufweisen. So hat man einzig 1; sechsfach Gruppen von sechs Geraden in Figur 91. Kein 
in Zuordnung nach obiger Reihenfolge der konvexes Sechsseit ^eben die Geraden der 
Seiten 24, 25, 7, 3, 2, 60; dreifach 6, 47, 16; Figur 92, auch nicht in allen 60 Sechsseiten — 
sechsfach 8, 52, 18, 59, 23, 27; dreifach 22, und ebensowenig die Punkt« der Figur 91, wenn 
26, 58 ; je dreifach 20, 28, 56 und 16, 44, 49 ; man etwa einen der sechs Punkte ms Innere des 
doppelt 17, 51; sechsfach 11, 53, 34, 39, 38, 35 Fünfecks der fünf andern hereinschieben würde, 
und sechsfach 14, 54, 60, 40, 42, 45; femer in Dadurch erleidet aber keine einzige der allge- 
Zuordnung nach obiger Reihenfolge der Dia- meinen Erörterungen irgend eine Veränderung, 
gonalen je sechsfach 38, 10, 43, 13, 6, 48 ^ ^, ^^^ ^. . , . , . t» 

und 31, 9, 4, 66, 19, 30; sechsfach 32, 37, 12, ^rkl. 854. Die vorstehende ausgiebige Be- 
57, 21, 29; dreifach 46, 36, 31. Zusammen Handlung des Sechsecks und Sechsseits findet 
1-4-6-4-34-64-3 + 2. 3-j-2-+-6-f-6 + 2-6 ^^^ Veranlassung in der grossen Bedeutung, 
-f- 6 + 3 = 60 Fälle , die als Ausdehnungs- welche alle diese Einzelheiten erfahren für die 
beziehungen dualistisch nicht übertragbar sind, Untersuchu«g der Sätze von Pascal und Brianchon. 
wenn auch in Figur 92 die gleichen Fälle genau Man sehe darüber im folgenden II. Teil dieses 
gleiche Bezifferung haben — aber ohne ausser- Lehrbuches oder in Klejer-Sachs, Ebene Ele- 
liche Verwandtschaft wegen der schon in Erkl. 348 mentar-Geometrie, VIII. Teil, Erkl. 325 und 328. 
und 349 genannten Verschiedenheit. A.^^® ^^ Einzelfälle des vollständigen Sechsecks 

bezw. Sechsseits treten dort als gleichberechtigte 
auf und erfordern daher eine eingehende Be- 
kanntschaft mit dem Zustandekommen aller 
dieser einzelnen Figuren. 

Aufgabe 153. Wie oft treten in den 
Figuren 91 und 92 zwei, drei, vier, fünf 
Elemente in gleicher Gruppierung auf? 



Aufgabe 154. Man wiederhole die Durch- 
führung der Aufgaben 152 und 158 auch 
für das Fünfeck und Fünfseit (Figur 42 
bis 45). 
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Aufgrabe 166. Man soll die Anwendung 
des Dnalitätsprinzips an Aufgabe 114 durch- 
führen. 

Figur 93. 




Erkl. 855, Auch Figur 93 ist die dualistische 
Gegenfigur zu Figur 81, und zwar ebeuso wie 
dort für den Fall, dass die Reihenfolge der 
Elemente als erstes, zweites, drittes, viertes 
mit dem Alphabet ah cd susammenfällt. Es 
sind projiziert der Beihe nach die Elemente 
ah cd des Scheitels S durch die Punkte AB CD 
der Geraden t auf die Strahlen aefg des 
Scheitels P; diese durch die Punkte SBLM 
der Geraden h auf die Strahlen ctfh des 
Scheitels C; diese wieder durch die Punkte 
NDPM der Geraden g auf die Strahlen cd ah 
des Scheitels S-^ also sind der Beihe nach pro- 
jektivische Elementengmppen in perspektivi- 
scher Lage: 

ahcd X ÄBCD J\ aefg ~f\ SBLM 

^ ctfh f\ NDPM'Xcdah, 

also ahcd und cdah erstes und letztes Glied 
in einer durch aufeinanderfolgende Projektionen 
gebildeten Beihe von Elementengruppen, also 
ahcd 7\ cdah. 



Erkh 856. Nimmt man als Beihenfolge des 
ersten, zweiten, dritteu, vierten Elementes adch 
statt ahcd, so erhält man ebenfalls das Er- 
gebnis ahcd 7\ cdah\ nimmt man dagegen 
die Beihenfolge ah de oder acdh, so folgt 
ahcd 'J\ dcha; Beihenfolge achd oder adhc 
liefert ahcd'/\ ha de. Man erhält also wieder 
die vier Gruppierungen der Elemente ahcd, 
welche auf Grund gleichbleibenden Wertes des 
Doppelverhältnisses projektivisch sein müssen, und 
könnte sich daher auch den Punkt S als gemein- 
samen Scheitel denken für vier projektivische 
Strahl enbüschel in vereinigter Lage, bei 
welchen dieselben vier Strahlen jeweils mit 
verschiedener Benennung zugeordnete Elemente 
bilden, nämlich in 

5, als ai6,Ci<7,, S^ als h^a^d^c^, 

5s als c^d^a^h^j S^ als d^c^h^a^. 



AuflSsung. Um die Aufgabe 114 nach 
der in Antwort auf Frage 54 genannten 
doppelten Anwendungsweise des Dnalitflts- 
prüizips zu 19sen, ve^brt man auf folgende 
beiden Arten: 

Ja) Man beweist den verlangten Satz am 
Punktgebilde, wie solches in Auflösung der 
Aufgabe 114 und Figur 81 geschehen ist, 
— und spricht ihn sofort allgemein aus, wie 
in Satz 6 a der Erkl. 315. 

Ib) Man beweist den dualistischen Satz 
ebenso selbständig am Strahlengebüde, wie 
folgt (vergl. Figur 93): 

Da nach Satz 6 dasselbe Doppelverhältnis 
den gleichen Wert behält bei den Ver- 
tauschungen : 

(ahed) = (hadc) = (cdah) =z (deha^ 

so müssen: 

ahcd 7\ hade J\ cdah 7\ deha 

sein, d. h. es muss jede dieser Elementen- 
gruppen durch eine Reihe von Projektionen 
aus jeder der andein bezw. ans deren erster 
hervorgebracht werden können. Um dies 
nachzuweisen, schneidet man 

1. die ganz beliebig gewählten Strahlen 
ahcd eines Punktes S zunächst durch eine 
beliebig gewählte Gerade t und projiziert 
die entstehenden vier Punkte durch vier 
Strahlen aus einem Punkte, welcher auf 
einem ersten der vier Strahlen liegt; man 
schneidet dann 

2. alle so entstandenen vier Strahlen durch 
einen zweiten der vier ursprünglichen Strah- 
len als Träger und projiziert die vier Schnitt- 
punkte der vier Strahlen aus demjenigen 
Punkte als Scheitel, in welchem die Gerade / 
von einem dritten der ursprünglichen Strah- 
len geschnitten wurde; endlich schneidet man 

3. die so entstandenen vier Strahlen mit 
deijenigen Geraden als Träger, welche durch 
den Schnittpunkt von t mit dem vierten 
der ursprünglichen Strahlen gegangen war, 
und projiziert die vier erhaltenen Punkte 
wieder aus dem ursprünglichen Scheitel S 
der vier Stralüen. 

Man hat also nun den Satz für Strahlen- 
gebilde erhalten und kann ihn sofort all- 
gemein aussprechen. 

IIa) Man kann aber auch nur den Be- 
weis la) selbständig führen und an Stelle 
des Beweises Ib) folgendermassen verfahren: 
Sind ahcd vier Strahlen eines Punktes S, so 
schneide man sie durch eine beliebige Ge- 
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rade t in vier Punkten ÄBCD^ dann ist 
sicher: _ 

ahcd f\ ABCD. 

Nach la) ist nun: 
BrikL 857. Man könnte von Tornherein an- ABCD TT CD AB 

nehmen, dass zwei Entwicklungen wie la und Ib :. i^ a a» jii\^ 
fftr Auge und Sprache, d. hTfllr figürliche und ^^ selbstverständli^ : 
wortliche DaTstellungsweise, stets ganz gleich- CDAB~;^ cdah^ 

artig erscheinen müssten. Das ist aber nicht folglich auch (vergl. Sätze der Aufgabe 50) : 

so. Denn durch «wei gezeichnet vorliegende \ Z ^i. 

Geraden ist auch steU geaeichnet ihr Schnitt- alfcd/\cdab. 

punkt, nicht aber durch zwei gezeichnete Punkte n b) Man könnte aber ebenso auch den 

auch ihre Verbindung^erade. wenn auch theo- Beweis Ib selbständig führen und an Stelle 

'/ÄÄ«^^^^^^ des Beweises la) folgendennassen verfahren: 

das dntte Element als gesetzt gilt; und das Auge «.^, Annrk ^L« Sn«ir«^ a<«^« /i^^^^« * 

tibersieht leichter eine Anzahl getrennter Punkte. Sind ABCD vier Pmikte einer Geraden t, 

als eine gleiche Anzahl von Geraden. So ist *<> projiziere man sie aus emem beliebigen 

auch in den Figuren 42, 44 und 91 die lieber- Punkte 8 durch vier Strahlen ahcd, dann 

sieht als eine weit leichtere erkannt worden, als ist sicher: 

in den dualistischen Figuren 43, 45, 92 — und ABCD ~/\ ahcd, 

die Entwicklung la der nebenstehenden Auf- i^^ch Ib) ist nun: 

lösung ist in demselben Grade durchsichtiger, , ' , 

als etwa Figur 14 gegenüber 15 und 16. — ^^^^ A «««^ 

und selbstverständlich: 

cdal 7^ CDAB, 

Erkl. 858. Die vorige Erwägung liefert folglich auch (vergl. Sätze der Aufgabe 50) : 
den Anlass, dass man eine dualistische Unter- ABCD1\ CD AB. 
suchiing, welche man nicht doppelt durch- ^ 
zuführen wünscht, gerade in derjenigen der III) Man kann aber endlich die Ueber* 
beiden möglichen Entwicklnngsweisen auf- tragnngen in IIa) oder IIb) auch weg- 
baut (und das ist in der Regel am Punkt- lassen und den erhaltenen Satz doch 
gebilde), welche auch dem Auge und dem ^^ allgemeiner (doppelgültiger) Form 

Äet-utrdSaÄÄ 

Prinzips die zweite Durchführung als entbehr- \^\ J^®' ^^) erwiesenermassen keinerlei 
lieh unterlägst, doch aber den SaU allgemein Beziehungen auftreten, die bei dualistischer 
ausspricht, weil keine Massbeziehungen in der Uebertragung ihre Gültigkeit verlieren. Denn 
Entwicklung gebraucht wurden. dann liegt schon in dieser ersten Beweis- 

führung die Gewähr, dass der selbständige 
dualistische Aufbau (Ib bezw. la) oder die 
dualistische Uebertragung (IIa bezw. IIb) 
zum gleichen Ergebnis führen. 



Aufgabe 166. Man soll den Inhalt der 
Erkl. 837 dualistisch durchführen. 



Aufgabe 167. Man soll von den folgenden dualistisch gegenüberstehenden Sätzen je den 
einen [a) i^der b)] als vorhanden ansehen und darnach den andern aussprechen: 

1 a) Gehen von drei Punkten einer Ge- 1 b) Liegen auf drei Strahlen eines Punktes 
raden drei Strahlenpaare ans, so bilden diese drei Punktepaare, so bilden diese Punkte- 
Strahlenpaare (zu je zweien zusammeugenom- paare (zu je zweien zusammengenommen) 
men) drei Vierseite, deren Nebenseiten vier- drei Vierecke, deren Nebenecken viermal zu 
mal zu je dreien durch einen Punkt gehen, je dreien auf einer Geraden liegen. 

2 a) Liegen die sechs Eckpunkte eines 2 b) Gehen die sechs Seiten eines ein- 
einfachen Sechsecks zu je dreien auf zwei fachen Sechsseits zu je dreien durch zwei 
Geraden, so liegen die drei Schnittpunkte je Punkte , so gehen die drei Verbindungs- 
zweier gegenüberliegenden Seiten auf einer geraden je zweier gegenüberliegenden Eck- 
Geraden, punkte durch einen Punkt. 
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3 a) Gehen durch zwei Paukte einer Ge- 3 b) Liegen anf zwei Sti*ahlen eines Panktes 
raden je zwei Gegenseiten , durch einen je zwei Gegenecken, anf einem dritten Strahl 
dritten Punkt derselben eine fünfte Seite desselben ein fünfter Eckpunkt eines voll- 
eines vollständigen Vierecks , so geht auch ständigen Vierseits, so liegt auch dessen 
dessen sechste Seite jedesmal durch den- sechster Eckpunkt jedesmal auf demseiben 
selben Punkt der Geraden. Strahle des Punktes. 

4 a) Sind gegeben eine Punktreihe und 4 b) Sind gegeben ein Strahlenbüschel 
ein projektivisch verwandter Strahlenbüschel, und eine projektivisch verwandte Punktreihe, 
und wird ein Punkt anf dem Träger der und wird ein Strahl um den Scheitel des 
Punktreihe stetig verschoben, so dreht sich Strahlenbüschels stetig gedreht, so verschiebt 
der zugeordnete Strahl stetig um den Scheitel sich der zugeordnete Punkt stetig auf dem 
des Büschels. Träger der Punktreihe. 

5 a) Sind die vier Ecken eines vollstän- 5 b) Sind die vier Seiten eines vollstän- 
digen Vierecks Punkte eines Kreises, so digen Vierseits Tangenten eines Kreises, so 
bilden die drei Nebenecken ein Dreieck, bilden die drei Nebenseiten ein Dreiseit, von 
von welchem sowohl jede Seite Polare der welchem sowohl jede Ecke Pol der Gegen- 
Gegenecke, als auch jede Ecke Pol der seite, als auch jede Seite Polare der Gegen- 
Gegenseite ist: ein Polardreieck. ecke ist: ein Polardreiseit. 

6 a) Ist gegeben ein Kreis und zwei feste 6 b) Ist gegeben ein Kreis und zwei feste 
Punkte desselben, und wird ein beweglicher Tangenten desselben, und wird eine beweg- 
Punkt längs der Kreislinie verschoben, so liehe Tangente längs der Kreislinie ver- 
liefert der Winkel am beweglichen Punkte schoben, so liefert die Strecke auf der be- 
zwischen zwei Verbindungsstrahlen mit den weglichen Tangente zwischen ihren Schnitt- 
beiden festen Punkten stets gleichgrosse punkten mit den beiden festen Tangenten 
(Peripherie-) Winkel, nämlich gleich der stets gleichgrosse (Mittelpunkts-) Winkel, 
Hälfte des Winkels der Radien nach den nämlich gleich der Hälfte des Winkels der 
beiden festen Punkten. Radien nach den Berührungspunkten der 

beiden festen Tangenten. 

Erkl. 859. Die Sätze 1 a) b) und 2 a) b) Erkl. 300. Satz 6 a) b) ist ebenso wie 5 a) b) 

lassen sich mit den Mitteln der projektivlschen mit metrischen Beziehungen verknüpft und zeigt, 

/ Geometrie, welche im vorliegenden Teile dieses wie auch Sätze der Planimetrie durch dua- 

Lehrbuches geboten sind, beweisen; die Sätze listische Beziehungen verbunden sein kennen 

3 a) b) werden gleich im ersten Abschnitt des in Fällen, wo der äussere Schein solches kaum 

folgenden Teiles dieses Lehrbuches ihren Be- vermuten lässt. Satz 6 a) ist der bekannte Satz 

weis finden als Grundlage der harmonischen vom Peripheriewinkel in Klejer-Sachs , Ebene 

Beziehung; Sätze 4a)b) und 5a)b) [und auch Elementar-Oeometrie, IV. Tl , Satz 16; Satz 6b 

1 a) b)l sollen den Fall zeigen , dass der dua- ist bewiesen in Aufgabe 89 des IV. Teiles von 

listiscne Satz gar keine neuen Beziehungen Kleyer-Sachs, Ebene Elementar-Geometrie. 
liefert, sondern mit dem übertragenen denselben 

Inhalt hat, wenn auch in anderer Schlussfolge. «^-i om b-«- j-^ « -r« ^«^« A-i? ^i.« ik? 

Davon ist Satz 4a)b) an sich selbstverständ- , ^''}\^^h ??^ ^,^' ?'i'*^f ^^ ^''^^^^^^^^^^ 

lieh, Satz 6a) b) ist d6r Satz 20 und 20a) des ^*>'"?1 ^^ Richtigkeit der Absagen 1 bis 6 

Vlli. Teiles vonWer-Sachs, Ebene Elementar- *^ «^?.^ eigentlich gar nicht m Betracht, da a 

Geometrie, welcher später auch für die projek- ^" die Uebertragung von der emen m die 

tivische Geometrie an der allgemeinen Kurve J^^^'f ^/'f f^r^^f ^^ Tl'^'^iSi^^^^^ 
zweiten Grades seine Geltung erhalten wird. ^^^ '«^ f, *^*^^^ ^^°® Bedenken, dass dazu S&Ue 

* verwandt werden, welche an vorhegender Stelle 

der Begründung entbehren. 



Aufgabe 158. Man versuche die Beweise 
zu den Sätzen 1) und 2) der vorigen Auf- 
gabe zu erbringen. 



Aufjgabe 159. Man stelle die Beweise 
1 a) und 1 b) , 2 a) und 2 b) dualistisch 
gegenüber. 



" > ■• > )iH' ^ ^ ^^ 



Ergebnisse der ungelösten Aufgaben. 



Aufgabe 2. Winkelsnmine des Dreiecks und der Vielecke; Tangentenabsclinitte 
der Berühmngslareise bei Dreiecken and Vielecken, Pythagoreischer Lehrsatz, Flächen- 
bestimmnng und Berechnung einzelner Stücke des Dreiecks ans beliebig gegebenen 
Stacken, z. B. Heronische Formel n. a., graphisches Bechnen, Noniasmessongen, arithmeti- 
sches, geometrisches nnd harmonisches Mittel, Inhalt des S«hnen Vierecks, Kreismessung, 
Potenzlinien nnd vieles andere. » 

Aufgabe 4. Eechnong mit unendlich grossen nnd kleinen Werten an ver- 
schiedensten Stellen, Zahlentheorie bei Berechnnng der konstruierbaren regnlären Po- 
lygone, sowie bei Aufsnohnng der möglichen regulftren Stemvielecke und der Diagonalen- 
grössen der regulären Polygone, oder bei Aufsuchung gemeinsamen Masses zweier Längen; 
Funktionentheorie zur Konstraktion der regulären Polygone von 17 oder 257 oder 
65537 Seiten, zur Festlegung der transcendentalen Irrationiüität der Zahl ;r, u. a. 

Aufjgabe 6. Die allgemeinen Betrachtungen über geometrische Gebilde, Vielecke 
und Vielseite in Kleyer-Sachs, Ebene Elementar-Geometrie, IlL Teil, A ; über gegenseitige 
Lagen dreier und mehrerer Kreise, lineare Konstruktion eines vierten harmonischen Punktes 
bezw. Strahles;- geometrische Ortssätze über Lage eines vierten harmonischen Punktes 
oder vierten harmonischen Strahles, u. s. w. 

Aufigabe 8. Die Elemente der achsigen und zentrischen Symmetrie; über Situations- 
pankt und Sitnationsachse kongruenter, sowie über Aehnlichkeitspunkt und Aehnlichkeits* 
achse ähnlicher Figuren in schiefer Lage; fast alle Berührungsprobleme z. B. die Apollo- 
nischen; geometrische Ortssätze über Kreisberührungen; Einzelsätze aus der Transversalen* 
theorie. 

Aufgabe 10. a) Haaptbeispiele bilden: die Aufsuchung des vierten harmonischen 
Punktes einerseits durch den Halbkreis oder Abtragung gleicher Strecken, andererseits 
durch Lineal allein; Parallelenkonstruktion auf gleicher Grundlage; Tangentenkonstruktion 
an den Kreis mittels Zirkel oder Lineal. 

b) Quadratische Gleichung (a:-f-5) (x — 7) = entweder wirklich als quadratische 

Gleichung: 

a:2_j.5aj_-7ar— 85 = 0; x« — 2a: — 35 = 0, a? = 1 ± /F+äS = 1 + /SÖ = 1 + 6; 

^1 = 1 + 6 = 7, a:, = 1-6 = — 5 
oder durch Zerlegung in die beiden Faktoren: 

2) . • • ^j + 5 = 0, ajj = 0. 



Aufgabe 18. Der Weg eines bewegten Punktes wird zur geraden Linie, wenn 
der Punkt während der Bewegung seine Fortschreitungsrichtung nie ändert, oder nie 
gedreht wird. — Der von einer bewegten Geraden überstrichene Raum wird zu einer 
Ebene, wenn die Gerade längs einer andern gleitet, ohne sich um dieselbe zu drehen 
(oder auch, wenn die Gerade sich um eine zu ihr senkrechte Gerade dreht, ohne längs 
derselben zu gleiten). 



/ 
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Aufgabe 15. I. 1. Man wähle einen FaraUelstrahlenbüsohel und darcblaafe fiämtlicho 
Pankte jedes Strahles. 

I. 2. Man lasse eine beliebige Gerade sich am einen ihrer Punkte drehen und dorch- 
lanfe in jeder Lage sämtliche Pankte der Geraden. 

1. 3. Man wähle zwei Parallelstrahlenbüschel und dorchlaufe sämtliche Schnittpuikte. 

IL 1. = n. 2. Man dorchlaofe sämtliche Parallelstrahlenbüschel der Ebene. 

n. 3. Man wähle zwei parallele Geraden und verbinde jeden Pankt der einen mit 
jedem Paukt der andern. 

Aufgabe 16. Ebenes System und Strahlenbündel enthalten je od- Strahlenbüschel; 
das ebene System enthält od^ Punktreihen, aber keine Ebenenbüschel; der Strahlenbündel 
enthält oD^ Ebenenbüschel, aber keine Panktreihen. 

Angabe 20. Liegt der Scheitel des in der ersten Lösung gewählten Strahlen- 
bündels im Unendlichen, so ist mit dem Parallelstrahlenbündel genau ebenso zu verfahren. 
Die zweite Lösung geht in die dritte über, wenn als Drehungsachse der Ebene ihre un- 
endlichfeme Gerade gewählt» wird. In der vierten Lösung kann man zusammenstellen 
einen Parallelstrahlenbündel mit einem gewöhnlichen Ebenenbüschel, oder einen gewöhn- 
lichen Strahlenbündel mit einem Parallelebenenbüschel, oder einen Parallelstrahlenbündel mit 
einem ParallelebenenbüscheL 

Aufgabe 88. Wählt man 1. als ebenes System die unendlich ferne Ebene, so 
geht durch jede der oo' Geraden derselben ein Parallelebenenbüschel von od^ Ebenen, 
zusammen qd^. 

2. Nimmt man einen Parallelstrahlenbündel, so muss statt der Parallelverschiebnng: 
die Drehnng jeder Ebene um eine beliebige nicht darch den Scheitel gehende Achse in 
derselben gewählt werden, oder: 

3. Der Scheitel durchläuft eine Gerade im Endlichen oder im Unendlichen. 

4. Im vierten Fall kann eines der beiden Gebilde, aber nicht beide gleichzeitig 
ins Unendliche verlegt werden, weil sonst die Panktreihe selbst in der Ebene enthalten wäre. 

Aufgabe 84. Tritt 1. als ebenes System die unendlich ferne Ebene auf, so ent- 
stehen lanter Parallelstrahlenbündel: deren gibt es oo' mit je od^ Strahlen, also od^ Wird 

2. der Ebenenbündel zu einem Parallelstrahlenbündel, so bleibt die Lösung unver- 
ändert. Ebenso die dritte Lösung, wenn eine der Ebenen die unendlich ferne ist; und 
auch die vierte, ob man nur einen oder zwei Parallelstrahlenbündel wählt. 

Aufgabe 86. Prüft man die vierte Lösung der Aufgabe 23, so wählt man einen 
beliebigen Strahl des Raumes: Mit dem ersten und mit dem zweiten Bündelscheitel 
bildet er je eine und zwar einzige Ebene. Diese Ebene ist enthalten unter denen des 
Bändels — also entsteht auch die gewählte Gerade einmal und zwar ein einziges Hai 
nach der gewählten Vorschrift 

Aufgabe 87. Beispiele mit einfacher Reduktion ergeben sich: 1. bei Erzeugung der 
Strahlen des Raumes, wenn man durch jeden seiner oo^ Punkte die oo^ Strahlen eines 
Bändels legt, oder 2. bei Erzeugung der Ebenen des Raumes, wenn man durch jeden der 
00^ Strahlen eines Bündels eine Ebene legt mit jedem der od^ Punkte einer Ebene. 

Aufgabe 88. Beispiele mit doppelter Reduktion (Erkl. 219) ergeben: die Erzeugung 
der Strahlen einer Ebene, indem man jeden ihrer od^ Punkte mit jedem andern verbindet 

(-^ = «>*); oder die Erzeugung der Ebenen des Raumes, indem man durch jeden seiner 

00^ Punkte eine Ebene legt durch jede der oo^ Geraden einer Ebene (-^ = «»')» 

vierfache Reduktion eifordert z. B. die Erzeugung der Punkte des Raumes durch 
Schnitt seiner ao^ Geraden mit jeder seiner oo^ Ebenen. Denn jeder einzelne Punkt wird 
auf solche Weise oo^ fach erzengt , nämlich durch jeden der oo^ Strahlen seines Bündels 

mit jeder der oo^ Ebenen desselben, so dass bleibt: — r = oo''. 
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Aufgabe SO. 1. Jeder der o»" Punkte ist Trftger eines Bündels mit od' Büscheln, 
also hat der Baum oo^ Büschel. 

2. Jede der od® Ebenen ist Trftger eines ebenen Systems mit oo' Büscheln, also 
hat der Banm od^ Büschel 

8. Ein Eboienbüschel wird von jeder der od' Ebenen des Baumes in einem Strahlen- 
büschel geschnitten. Nimmt die Achse alle od' müglichen parallelen Lagen (oder alle 
Lagen der Stralüen eines Bündels) an, so entstehen od®* od' Büschel im Banm. 

Aufgabe 83. 1. Vier Gerade liefern als geschlossene Bftume zwei Dreiecke und 
ein Viereck, als offene (8 bezw. 4) Räume drei Doppelräume von dreiliniger Begrenzung, 
nämlich zwei Ecken einerseits und einer Ecke andererseits des Unendlichen, und einen 
Doppelraum von vierliniger Begrenzung, nämlich drei Ecken einerseits, einer Ecke anderer- 
seits der unendlich fernen Geraden. 

2. Das Fünfeck hat 11 (bezw. 16) Bäume, nämlich sechs geschlossene und fünf 
offene, von denen je 1 und 2 oder 1 und 3 oder 2 und 8 Ecken diesseits bezw. jenseits 
der unendlich fernen Gerade liegen. 

Aufgabe SS. Wenn eine Gerade einer Trifft eine Gerade die eine von zwei 

Ebene die eine von zwei parallelen Ge- Geraden nicht in ihrem (endlich oder un- 

raden schneidet, so schneidet sie auch die endlich fem gelegenen) Schnittpunkt mit einer 

andere. dritten, so trifft sie auch die andere in einem 

Oder: andern Punkt. 

Parallele Gerade liegen stets in einer Gerade, welche einander in einem («ndlich 

Ebene. oder unendlich fern liegenden) Punkte 

schneiden, liegen in einer Ebene. 

Aufgabe 87. Wenn eine Gerade mit Wenn eine Gerade eine Ebene in einem 
einer Ebene parallel ist, so ist sie auch zu (endlich oder unendlich fem liegenden) Punkte 
jedem Strahl der Ebene parallel, der mit ihr trifft, so trifft sie in demselben Punkte jeden 
in einer Ebene liegt. Strahl der Ebene, welcher mit ihr in einer 

Ocier: Ebene liegt. 

Wenn eine Ebene zu emer von zwei Geht eine Ebene durch die (endlich oder 
parallelen Ebenen parallel ist, so ist sie auch unendlich fem liegende) Schnittgerade zweier 
zui* andern parallel. anderen, so schneidet sie beide Ebenen in 

dieser Geraden. 

Und ebenso die zwei andem Sätze über parallele Ebenen entsprechend den in Auf- 
gabe 34 und 35 enthaltenen Sätzen über parallele Geraden. 

Aufgabe 40. Man lege die Ebene durch die gegebene Gerade und den unendlich 
femen Punkt der zweiten. 

Aufgabe 42. Man lege die Ebene durch den gegebenen Punkt und durch die 
beiden unendlich fernen Punkte der beiden gegebenen Geraden. 

Aufgabe 43. 1. Man schneidet die Ebene durch beide Geraden und verbindet die 
beiden Schnittpunkte. 

2. Man legt eine Ebene durch den Punkt und die eine Gerade, schneidet sie durch 
die zweite, und verbindet diesen Durchbohrungspnnkt mit dem gegebenen. Diese Gerade 
geht durch den gegebenen Punkt und schneidet jedenfalls die gegebene zweite Gerade; 
aber anch die erste, weil diese in gleicher Ebene liegt. 



\ 



Aufgabe 45. I. Pnnktreihe und Punktreihe bei Beziehung zweier ebenen Systeme; 

2. Pnnktreihe und Strahlenbüschel bei Beziehung eines ebenen Systems und eines 
Strahlenbündels, sowie doppelt bei reciproker Beziehung zweier ebenen Systeme. 

3. Pnnktreihe und Ebenenbüschel nar bei der reciproken Beziehung zwischen einem 
ebenen System und einem Strahlenbündel. 
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4. Strahlenbüschel und Strahlenbüschel: zwischen zwei ebenen Systemen oder zwischen 
zw^i Strahlenbündeln, sowie bei reciproker Beziehung eines ebenen Systems nnd eines 
Strahlenbündels. 

5. Strahlenbüschel nnd Ebenenbüschel zwischen ebenem System nnd Ebenenbündel, 
sowie doppelt bei reciproker Beziehong zwischen zwei Strahlenbündeln oder Ebenenbündeh. 

6. Ebenenbüschel nnd Ebenenbüschel bei Beziehung: zweier Ebeneobündel: 

(2-l + 2-2+l-l + l-3 = 10 Arten , wovon 7 mal mit Strahlenbüschel , je 4 mal mit 

Punktreihe oder Ebenenbüschel) 

Aufgabe 47. Bei Kongruenz und Aehnlichkeit ebenso wie bei der Inversion ent- 
sprechen einander Punkt und Punkt, aber nur bei den beiden ersten auch Gerade und 
Gerade, Ebene und Ebene; bei der letzteren dagegen Gerade und Kreis, Ebene und Kugel. 
Demnach können auch nur die beiden ersten Beispiele Einzelfälle der Projektivit&t sein, 
nicht auch der letzte. 



Figur 94. 




Figur 95. 




Aufgabe 52. In Figur 94 ist: 



t^ 7\ <, durch S^ 
's 7v <g d urch 5, 
fi /; f, (durch ÄJ 
Dagegen in derselben Figur: 
U TT 's durch Sg 
h 7\ U durch 5j 
'4 Ä 'j (nicht 7v) 



5, ''f\ S^ durch t^ 
S, TV Äg durch t^ 
S, ^5, (durch t,) 

S^ A ^i durch t^ 
S, A ^8 durch fg 
'S* A ^ (nicht Ä) 



<, TV 5i in vereinigter Lage 
S, J\ S^ durch *i 
'1 A ^4 (i^ vereinigter Lage) 

ty 7\ #3 durch Äj 

's A ^i in vereinigter Lage 

'1 A 'S^2~(nicht Ä) 

^1 A ^3 durch <, 

iS^g /\ ^4 in vereinigter Lage 

äTTv '4 (nicht Ä) 

Aufgabe 64. Es kann 1. t^ samt S^ im Unendlichen liegen, dann werden die 
sämtlichen Strahlen des Büschels S parallel (Figur 95 a). Es kann 

2. S2 unendlich fem liegen, dann werden die Strahlen des Büschels S^ parallel 
(Figur 95 b). Liegt 

3. ?8 unendlich fem, so werden die Strahlen von S^ parallel den entsprechenden 
Strahlen von S^ (Figur 95 c). 



Ergebnisse der ungelösten Angaben. 175 

Angabe 56. Liegt t im unendlichen, so ist jeder seiner Punkte der unendlich 
ferne Punkt des Projektionsstrahles; liegt S unendlich fern, so ist jeder Projektionsstrahl 
die Parallele durch den Punkt auf t mit derjenigen Geraden (Pfeil, Bichtung), welche 
die unwdlieh ieme Lage von S angibt. 

Aufgabe 69. Die Kongruenz durch Verschiebung längs der Parallelen in Figur 56a, 
durch Umklappung um die Winkelhalbierende des Winkels P^DP^ in Figur 55 b, durch 
Umdrehung um 180^ um iS" in Figur 56b. — Die Aehnlichkeit in Figur 55b nach 
dem Grundsatz über den Schnitt eines Winkels durch Parallelen, in Figur 56 ab durch 
Aehnlichkeit wegen gleicher Winkel zwischen den Dreiecken: 

Denn hieraus wird erst: 

SA^ : 5B, : ^1 JBi = SA^ : SB^ lA^B^, 
dann: 

SBi : SP, : B, P, = u. s. w., 

wie in Erkl. 252. 

Aufjgabe 60. In Figur 56b liegt S zwischen t^t^ und kann hier nicht ins Unend- 
liche gerückt werden, weil die Parallelen tj^ t^ durch denselben Punkt der unendlich fernen 
Geraden gehen, also daselbst keinen Zwischenraum lassen für S. — Für Figur 55 b muss 
also S schon zuvor ausserhalb der Parallelen liegen, wie in Figur 56a. 

Aufgabe 62. Keiner von allen Einzelfällen bringt ehie Aenderung am allgemeinen 
Verfahren der Aufgabe 61. 

Aufgabe 66. In kongruenten Büscheln ist der Winkel je zweier entsprechenden 
Halb3trahlenpaare gleichgross : 

^ (aj d,) = <^ (a, ft,) u. s. w. 

Bei kongruenten Parallelstrahlenbüscheln muss der senkrechte Abstand je zweier ent- 
sprechenden Strahlenpaare gleicbgross sein: 

(ai6j) = (aj6,) u. s. w. 

Aufgabe 66. Ist in Figur 58 b der 

^S,CPz=z^S^^CPz:^^S^CA-s=^S,'CA, 

so bilden z. B. die Strecken CP und c^ bezw. c^ mit dem von P auf c^ bezw. c^ ge- 
fällten Lot beiderseits t kongruente rechtwinklige Dreiecke: 

(CP :=^CP, ^c^t = c^ty 90» = ÖOO), 

also muss das Lot beiderseits gleichgross sein. — In Figur 59 kommt nur der Satz zur 
Anwendung, dass Winkel, deren Schenkel paarweise in gleicher (a) oder paarweise in 
entgegengesetzter Richtung (h) parallel laufen, gleichgross sind. 

Aufgabe 68. In Figur 58 a könnte etwa der dem unendlich fernen Strahle durch S^ 
entsprechende Strahl f^ gegeben sein, dann wäre t die Parallele zu f durch den Schnitt- 
punkt von a^Qy — Sonst bleiben in Figur 58a und b die allgemeinen Ergebnisse ohne 
Aenderung. — In Figur 59 bestimmt das erste Paar paralleler Strahlen, dass t durch 
deren unendlich fernen Punkt gehen muss; ein konvergentes zweites Paar würde den 
Träger durch den Schnittpunkt zum ersten Strahlenpaar parallel erfordern; ein paralleles 
zweites Paares ergibt die unendlich ferne Gerade selbst als Träger t. 

Aufjgabe 70. Ausser Aa, Xx, Bb, Yy^ Cz findet man als entsprechende Elemente: 

1. zu 6^2 als Schnittpunkt von hy die Verbindungsgerade BYy 

2. zu t^ als Verbindungsgerade von S^ und C den Schnittpunkt von BY mit t^, 

3. zu Punkt {t^t^ die Verbindungsgerade des zuletzt genannten Schnittpunktes 
mit C u. s. w. 

Aufgabe 71. Zu einem Punkte Q zieht man die Strahlen AQ, XQ, konstruiert 
{aq) und {xq) und verbindet diese entsprechenden Punkte miteinander; zu einer Geraden g 
zeichnet man die Schnittpunkte {ag)y (xg), konstruiert AG und XG und schneidet diese 
entsprechenden Strahlen miteinander. 
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Aufgabe 72. Die Figur zu Aufgabe 55 stimmt mit Figor 62 nicbt yQUig ftberein, 
weil p nicht darch P and q nicht durch Q geht Ihrer wetenäichen Bedeutung nach aber 
entsprechen einander in beiden Figuren P und Ä, Q und X, p und a, q und x^ S und S^, 
die Schnittkante beider Ebenen und die Oerade ^,, die Schnittpunkte von SP und SQ 
mit der andern Ebene und die Punkte S^ und S^'* der flgur 62. 

Anfjgabe 74. Sätze. Wenn zwei beliebige Figuren, hu welchen einander die 
Punkte und die Geraden entsprechen, in gleicher oder in verschiedener Ebene so liegen, dass 

a) die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte durch einen Punkt gehen, — so 
liegen auch die Schnittpunkte entsprechender Geraden auf einer Geraden (der Schnitt- 
kante beider Ebenen); 

b) die Schnittpunkte entsprechender Geraden auf einer Geraden (der Schnittkante 
beider Ebenen) liegen, — so gehen auch die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte 
durch einen Punkt. 

Aufgabe 75. Für ähnliche Figuren gibt es stets einen Aehnlichkeitspunkt, um 
welchen man die Figuren so drehen kami, dass sie in perspektivische Lage kommen, d. b. 
in solche Lage, dass die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte alle durch den Aehn- 
lichkeitspunkt gehen, und dass entsprechende Geraden parallel sind, also einander auf der 
unendlich fernen Geraden treffen. (Kleyer-Sachs, Ebene Elementar-Geometrie, VIT. Teil, 5. 
und VIIL Teil, 4.) Ebenso gibt es für kongruente Figuren einen „Situationspunkt'', 
um welchen man die Figuren so drehen kann, dass sie zur Deckung gelangen. (Eley er- 
Sachs, Ebene Elementar-Geometrie, IILTeil, C. 3.) — Liegt der EoUineationsscheitel 
im Unendlichen, so heissen die Figuren affin; liegt die Kollineationsachse im Unend- 
lichen, so sind die Figuren ähnlich; liegen Scheitel und Achse im Unendlichen, so 
sind die Figuren kongruent — und zwar jedesmal in perspektivischer Lage, woraus 
durch irgend eine Ortsveränderung die schiefe Lage entsteht. 

Aufgabe 77. Für t^S^ in vereinigter Lage fallen HiS^ zusammen; für t^co wird 
I>i = i^iOo; für t^co wird K^ = G^cd und L = F^qd] für S^co und S^cd wird H^z=:G^cKi 
und H^ = FiCD ; t^ \\ t^ macht D^ = E^ = F^cd = G^<xi ] t^\\ t^ macht K^=^O^qo u. s. w. 

Aufgabe 79. Bezeichne die Elementenpaare als H^^I^^K^^ und zeichne daraus 
Figur 65; oder als £^12^12^12 und zeichne Figur 66. 

Aufgabe 8L Für S^t^ in vereinigter Lage fallen h^t^ und S^E^ zusammen; für 
S^cfi werden t^t^ ähnliche Reihen, ebenso wie für ^il|^2> wobei H^^ unendlich fern 
kommt; also h^ \\ h^ u. s. w. 

Aufgabe 88. Bezeichne die Elementenpaare als ^12/12 ^12 ^^^ zeichne daraus 
Figur 67; oder als <']2<'i2^i2 ^^^ zeichne Figur 68. 

Aufgabe 86. Um vereinigt liegende Eeihen mit einzigem Doppelpunkt zu 
konstruieren, lege man 

1. in Figur 69 S^ und -S'g so, dass ihre Verbindungsgerade auf t^^ durch denselben 
Punkt geht, wie f^. Oder man lege 

2. zwei kongruente, aber nicht zusammenfallende Punktreihen auf t^^: dann ist 
nur der unendlich ferne Punkt gemeinsamer Doppelpunkt. Reihen ohne Doppelpunkte 
können erhalten werden als Schnitt einer Geraden mit einem Doppelbüschel zweier kon- 
gruenten, aber nicht zusammenfallenden Büschel (nach Aufgabe 91). 

Aufgabe 86. Sind beide Doppelpunkte und ein anderes Paar gegeben, so nenne 
die ersteren H und /, und wähle beliebig t^ durch /, und ein beliebiges S^ Dann liefert 
Strahl A^S^ den Punkt Aq und AqA^ trifft S^H in S^. Ist ein Doppelpunkt gegeben 
und zwei andere Paare A^A^ und B^B^, so nenne entweder 

1. ersteren /, lege dadurch beliebiges /^ und wähle beliebiges Äj. Dann liefert 
A^S^ Punkt Aq, Bj/S'i Punkt Bq, und AqA^ trifft BqB^ in S^. Oder nenne 

2. ersteren H und wähle beliebig auf einer Geraden durch H die Scheitel Si und «S*,. 
Dann liefern SiA^ und S2A2 sowie S^B^ und S^B^ je einen Punkt von t^. 
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Anfgabe 87. Der zweite Doppelpunkt entsteht nach Aufgabe 86 als Schnittponkt 
von ti^ mit der Geraden S^S^ bezw. mit f^, Ist nur einer vorhanden, so geht S^S^ 
dnrch / bezw. ^o durch H. 

Aufgabe 88. Man denke sich in Figur 60 und 61 jeden Strahl von S^ und S^ 
mit Pfeil yersehen nach dem zugehörigen Funkt auf der unendlich fernen Geraden, und 
erhält so in Figur 60 gleich-, in Figur 61 ungleidilaufende Ponktreihen. Doppelpunkte 
entstehen durch die Parailelstrahlen beider Büschel, nämlich D^^ ^^^ -^u ^^ unendlich 
ferne Punkte der Strahlen ^2^ und f^^. 

Aufjgabe 90. Man lege 

1. in Figur 71 die Elemente t^t^S^ so, dass S^S^^ durch den Schnittpunkt von t^t^ 
hindurchgeht. Oder 

2. man projiziere von einem Scheitel zwei kongruente gleichlaufende, aber nicht 
zusammenfallende Punktreihen anf einen gemeinsamen Träger. 

Aufjgabe 91. Bei zwei kongruenten gleichlaufenden, aber nicht zusammenfallenden 
Strahlenbüscheln mit gemeinsamem Scheitel bleibt der Winkel zweier entsprechenden 
Strahlen stets derselbe, wird also nie Null. — Die Konstruktion kann entweder dnrch 
jeweiliges Antragen dieses gleichen Winkels geschehen, oder durch Wahl emes Scheitels anf 
der Halbierungsgeraden des Nebenwinkels zweier Halbstrahlen, welche als Träger zweier 
kongruenten Pimktreihen gelten, deren entsprechende Punkte die Fusspnnkte der Senk- 
rechten vom Scheitel sind. 

Aufjgabe 92. Sind zwei Doppelstrahlen und ein anderes Paar gegeben, so 
nenne die ersteren h und i, wähle beliebig S^ auf 1*221 und ein beliebiges t^ Dann liefert 
Punkt (a^^i) den Strahl a^, und der Schnittpunkt 0^02 liefert t^ als Verbindungsgerade 
mit dem Schnittpunkt t^h. — Ist ein Doppelstrahl gegeben und zwei andere Strahlen- 
paare aja^ und b^b^i so nenne entweder 

1. ersteren f^,, wähle darauf beliebiges Sq und lege beliebiges t^. Dann liefert 
Schnittpunkt a^t^ die Gerade a^, Ponkt b^t^ die Gerade ^q, und die Verbindungsgerade 
der Punkte (Iq^s ^^^ ^0^9 ^^ ^s* ~~ ^^^' nenne 

2. ersteren A,a, lege durch beliebigen Punkt von h die Geraden t^ und t^. Dann 
liefern a^t^ und a^t^ sowie b^^t^ und b^t^ je eine Gerade durch Sq, 

Aufgabe 98. Der zweite Doppelstrahl entsteht nach voriger Aufgabe 92 als 
Verbindangsstrahl von 8^^ mit dem Punkte t^t2 bezw. mit Sq, Ist nur einer vorhanden, 
80 liegt t^t^ anf / bezw. 6^0 ^^^ ^' 

Aufgabe 96. Man lege Sq in Figur 73 in denselben Winkelraum der Geraden t^ t^ 
mit dem Strahl h^^. 

Anfgabe 97» Um in den Fällen der Aufgaben 86 und 92 sofort zu erkennen, ob 
gleich- oder ungleichlaufende Gebilde vorliegen, braucht man nur zuzusehen, ob die beiden 
nicht zusammenfallenden zugeordneten Elemente durch die Doppelelemente nicht getrennt 
oder getrennt sind. 

Aufgabe 100. a) Für die Strecke wird: 

^d 87,6 : 22,6 = 160 : 90 = 6 : 3. 

b) Für den Winkel wird : 

«m600 = -g 1/8*; CO« 60 = -^. 
Sachs, Projektivische (nenere) Geometrie. I. Teil. 12 
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ctg{ap) = 


mco8a'\-n 


maina 


etgiph) = 


m-^-nco8a 


nsina 


ctg(ap') = 


tn C09tt — n 


maina 


W/r/llm'^ 


m — ncoaa 



6,6 



2,6 1/3 
6,6 



16 



= 1,27017, (ai>) =80013' 



1,6 V' 3 

— 0,6 

8,6 V 3 

3,6 



=- = ^^^^ = 2,60186, Cp&) = 21047' 



(fll>) + (p5) = 600; 



— ^ = -0,11647, (ai)') = 96086' 



7V^8 



= 1,34715, {hp') = 86086' 



nsina 1,6 1/ 3 ^ 

Oder nach der andern Ableftongsweise mit SinasflmktioDen: 

Vm.«+n«±2mnco5« = \/34±16 | '^ 

maina 



(ai»')+(P'Ä)=600. 



= i/49 = 7. 



«tn(ajp) = 



8m (p 6) = 



V^m« -j- »* + 2 m n CO« o 



f»8tna 



"V/m« -f- n* + 2 m « <?o« « 



61/8 
2.7 



81/3 
27 



6/3" 



= 0,61859, 



14 

(ap) = 380 13', 

^^^ =0,37116, 



«»n(a|)') = 



tnstna 



\/i»*-[-n8 — 2mnco8a 



sin (bp*) = 



tnstna 



14 

(pft)=:210 47', 

(apO = Ö60 86', 
8/8" 8 1/67 



(ap) + (pd) = 600. 

8«ff(ap) 5 

sinlhp) ""3"' 



6\/3 



\/»|2-|- n«— 2mn co«« 2 l/l9 



gg = 0,69604, 
(fcp') = 860 35', 



(ap') + (p'6) = 6O0. 

gtw (qp') 5 

«in (6p') —y" 



Aufgabe 108. Das vierte Element ist dasselbe, welches in Aufgabe 100 darch 
Rechnong gefanden wurde. 

Aufgabe 107. Bei getrennter Lage verfahre man nach Figur 80, bei vereinigter 
Lage lege man um den Mittelpunkt einen Kreis und trage in demselben verschiedene 
Male gleiche Sehnen an. Die Hadlen bilden die Bfischel. 

Angabe 108. Nachdem die Büschel in perspektivische Lage gebracht sind, liefert 
die Mittelsenkrechte auf S^S^ den Schnittpunkt mit dem Träger t als Kreismittelpunkt. 

Aufgabe 110. Beide Figuren 79 und 80 enthalten die Büschel noch nicht in per- 
spektivischer Lage. Ist solche erzielt, dann sind je zwei entsprechende Strahlen parallel, 
also entspricht jedem rechten Winkel des einen Büschels ein rechter des andern. 

Aufgabe 112. Kongruente und ähnliche Punktreihen haben den unendlich fernen 
Punkt stets entsprechend, folglich braucht's zur Festlegung der Verwandtschaft bei letz- 
teren nur noch zweier, bei ersteren wegen der Gleichheit der Strecken nur eines Elementen* 
paares. Ebenso brauchen ähnliche Strahlenbüschel (die zugleich kongruent sind) nur 
ein Elementenpaar. Während aber bei zwei Paaren durch die Benennung zugleich 
die Dnrchlaufnngsrichtung bekannt ist, muss diese bei einem Paar besonders angegeben 
werden. 

Aufjgabe 116. Bei kongruenten bezw. ähnlichen Punktreihen smd die unendlich 
fernen Punkte von vornherein als entsprechend bekannt. Man verfährt also entweder 
nach der allgemeinen Lösung 115, oder man bringt die unendlich fernen Punkte zur 
Deckung, d. h. die Punktreihen in parallele Lage. 

Aufgabe 117. Zwei beliebige Strecken können stets als projektivisch in perspek- 
tivischer Lage aufgefasst werden, und zwar zum einen oder andern der beiden Schnitt- 
punkte der Verbindungsgeraden ihrer Endpunkte als Projektionsscheitel, je nach Zuordnung 
ihrer Durchlaufungsrichtungen. 
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Anfigabe 119. Ausser dem allgemeine Verfahren der Aufgabe 118 steht das be« 
sondere zur Verfügung, dass man entsprechende Strahlen in parallele Lage legt durch 
Drehung eines Büschels um den Winkel irgend zweier entsprechenden Strahlen: dann 
wird die unendlich ferne Gerade Perspektivitätsachse. 

Aufgabe 180. Zwei beliebige Winkel können stets als projektivisch in perspek- 
tivischer Lage aufgefasst werden, und zwar zur einen oder andern der beiden Verbin- 
dnngsgeraden der Schnittpunkte ihrer Schenkel als Perspektivitätsachse, je nach Zuord- 
nung ihrer Durchlaufungsrichtung. 

Au^be 122. Man bringe die Strahlen ahc des Büschels erst als a^h^c^ mit 
^i^i^it ^^ ^^ ^s^2^s ^^ ^%B^C^ in perspektivische Lage durch Wiederholung der 
Aufgabe 121, 2. 

Aufjgabe 124. Man schneidet beide Büschel durch eine Gerade, erhält von zwei 
Punktreihen die Elementepaare A^B^Ci und ^^^2^2» bringt Strahl S^ mit A^B^C^ oder 
Büschel S^ mit A^B^C^ in perspektivische Lage, findet so die etwaigen Doppelpunkte 
von ^121 ™<^ durch Verbindung mit S^^ die Doppelstrahlen. 

Angabe 126. Da die Dreiecke der Art S^S^A, S^S^'A', S^S^^'A", oder S^S^B, 
S^S^*B^\ S^S^B^' alle ähnlich sind, so verhalten sich auch: 

S^A : S^Ä' : S^Ä" = S^B : fi^B' : S^B" == 5,5, : S^S^* : 5,5,", 

und folglich sind die Geraden AB, A'B\ A'B" jedesmal einander parallel, welche 
Lage auch S^ annehmen mag. 

Anfigabe 129. Satz a) Sind t^t^t^-" tn n perspektivisch liegende projektivische 

Punktreihen mit einzigem gemeinsamem Schnittpunkte, so liegen die — K-^ — Projektions- 

Scheitel zu je dreien auf einer von ~ geraden Linien. 

Satz b. Sind S^S^S^ - -- Sn n perspektivisch liegende projektivische Strahlen- 

• tt (h ~~ 1) 

büschel mit einzigem gemeinsamem Verbindungsstrahl, so gehen die — ^"y^ — Perspek- 

tivitätsachsen zu je dreien durch einen von — ^ Schnittpunkten. 

Aufgabe 181. Satz a. Werden die n Eckpunkte eines vollständigen n-Ecks ver- 
schoben auf n Geraden eines Punktes, und drehen sich dabei n — 1 Seiten eines seiner 

einfachen n-Ecke um » — 1 feste Paukte, so drehen sich auch die jt« übrigen 

Seiten um ebenso viele feste Punkte, welche mit den vorigen zu je dreien auf einer von 
n Geraden liegen. 

Satz b. Werden die n Seiten eines vollständigen n-Seits gedreht um n Punkte 
einer Geraden, und gleiten dabei n — 1 Ecken eines seiner einfachen n-Seite auf n — 1 

festen Geraden, so gleiten auch die — 1^ — übrigen Eckpunkte auf ebenso vielen 

festen Geraden, welche mit den vorigen zu je dreien durch einen von n Punkten gehen. 

Aufgabe 184. Das Dreieck dreier entsprechenden Punkte P^ P^ P3 in Figur 86 I 
ist dem Dreieck t^t^t^ eingeschrieben und zugleich dem Dreieck S^^S^^S^^^ umgeschrieben; 
dessen Seite P^P^ geht durch Äj,, Seite P^P^ durch S^^, Seite P^P^ durch S^^. — Das 
Dreieck dreier entsprechenden Strahlen PiJ^tPs ^^ Figar 86 II ist dem Dreieck S^S^S^ 
umgeschrieben und zugleich dem Dreieck ^n^sa^si eingeschrieben, denn P1P2 schneiden 
einander auf t^^, P2P9 ^^^ hh u* s« w. Also: Für zwei Dreiecke txt^t^ und S^S^S^, 
deren erstes dem zweiten eingeschrieben ist, gibt es beliebig viele Dreiecke, welche dem 
ersten ein- und dem zweiten umgeschrieben sind; denn jeder Punkt eines Trägers t 
bildet eines mit seinen perspektivisch zugeordneten Punkten auf t^t^, und ebenso jeder 
Strahl eines Scheitels S mit seinen zugeordneten Strahlen. 

Aufgabe 186. Man muss den Scheitel Sy^ in den Punkt (^3^4), S^ in den Punkt 
(^4^1)1 ^z ^ (^'s)» ^^ ^ (^2^ le&en, oder was dasselbe ist, t^ durch ^'g^S'^, t^ durch 
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S^Siy ^3 durch SiS^, t^ durch S^Sy — In allgemeiner Auffetösung hat man bei Auf- 
einande^olge im Umlauf AaBbCcDd die sechs Möglichkeiten: 

r^<DbCa 
Äc ICa <j)i,B^ 

^^^<CaBd 



Angabe 139. Man nehme ein beliebiges Tetraeder, lasse zwei gegenüberliegende 
Kanten ausfallen, und erhält durch die vier übrigen Kanten das windschiefe Viereck. — 
Oder man errichtet in den vier Eckpunkten eines Vierecks Senkrechte (oder Schiefe) 
auf seiner Ebene und gibt jeder derselben eine bestimmte Länge. 

Angabe 141. In Figur 88 und 89 ist: 

« = 4, 1? = 2 oder 3 bezw. 4; also w — (p — 2) = 4 oder 3 bezw. 1 ; 
femer: ^ 

y [n (n — 3) — (|> — 1) (p ~ 2)] = 2 oder 1 bezw. 0; 

und t 

^-[«(n— 1) — (jp— 2)(i) + l)] = 6 oder 4 bezw. I 

Aufgabe 143. a) n = 9, i? = 3, q := A gibt Elemente: 

« — (P — 2) — (2 — 2) = 9 — 1 — 2 = 6; 

^[n(n-3)-(p-l)(p-2)~(g-l)(g-2)] = l[54-2-6] = 23-, 

^[n(n-l)_(^_2)(p + l)-(3~2)(<? + l)]=i-[72-4-10]=29und6 + 23=29-, 

b) « = 6, i? = 3, a; = 4 gibt: 

« — a?(p — 2) = 6 — 4 = 2, 

^[n(n-8)-a:(p-l)(p-2)] = l[18--4.2.1] = 5, 
4-[n(n — 1) — a?(p-.2)(p+l)] = 4- (30 — 4.1.4) --= 7; und 2 + 5 = 7. 

Aufgabe 146. Fünfeck: Diagonalen 

2 + 2 + 1 = 6; 6 + 6 = 10 = -^; n = 10, ar = 5, p = 4 gibt: 

— [10.9 — 5.2.5] — 5 = 90-50 _^ _ ^^ ^jebenecken. 
Sechseck: Diagonalen 

3 + 3 + 2 + 1 =:9; 6 + 9 = 15 = -^; n = 15, ar = 6, p = 5 gibt: 

1*2 

— [15-14 - 6.3-6] — 6 = 105 — 54 — 6 = 45 Nebenecken. 

. « «. 4^» n(M— l)(n — 2) , p(p — l)(p—2) , , , , 

Aufgabe 147. — ^^ — ^—^ ~, wovon je - ^ 2. 2.3 verloren gehen bei 

vereinigter Lage von p Elementen. 

Aufgabe 149. Man ziehe durch den einzelnen Funkt und die beiden andern die 
durchs Unendliche gehenden Strecken ihrer Verbindungsgeraden. 

Aufgabe 151. AB CD ein Viereck, ebenso Aussenraum AE mit Aussenraum CF, 
und ebenso Aussenraum E BF mit Scheitelwinkelraum i>; femer Dreiecke ABE, BCF^ 
sowie Aussenraum AD mit Scheitelwinkelraum F, und Aussenraum CD mit Scheitel- 
winkelraum E — also drei Vierecke und vier Dreiecke. 
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Aufgabe 163. Zwei Elemente 24 mal, drei 6 mal, vier 2 mal» f&nf 1 mal. 
Anfjgabe 154. 1. 5 Hanptelemente; sodann beim Fünfeck 10 Seiten, auf deren 

10»8 

jeder 2 Haaptecken und 3 Nebenecken, zusammen — ^= 15 Nebenecken; — in Fig. 43 

aber 10 Eckpunkte, durch deren jed^ 2 Hauptseiten und 3 Nebenseiten, zusammen 

10-8 
2 = 15 Nebenseiten. 

2. Figur 44 und 45 nach folgender Anordnung in grossen bezw. kleinen Buch- 
staben: 

I. ABCDEÄ VIT. ÄCBDEA XL ADBCEÄ 

{ÄDBECA = X) . 

XII. ADCBEA 

(ADCEBA = V) 

(ADEBCA=: VIII) 

(ADECBA = II) 

3. In Fiyur 44 gleichartig; M, 5 (V, IX, IV, II, XI), 5 (VII, DI, XII, VI, X) 
1 • VIII zusammen 1 + 5 + 5 + 1 = 12. 

Aufjgabe 1S6. ' a) Von den p Geraden ergeben die beiden als Seiten geltenden je 
i? — 2, die ^ — 2 andern je /? — 8 Schnittpunkte (als Nebenecken des einfachen n-Seits), 
welche in den einen Schnittpunkt fallen; also yerschwinden: 

2.(1? — 2) + (i) — 2)(^ — 8) = (^ — 2)(i> — 1) Punkte, 
und bleiben: 

'y[n(w-8)-(i>-2)(i>-l)]. 

b) Auf jeder der n — p Geraden ausserhalb des Punktes liegen je n — 3 Neben- 
ecken; auf jeder der p Geraden durch den Paukt nur noch n—p mit Ausnahme der 
zwei Ecken auf den als Seiten geltenden Strahlen, also: 

(w-i^)(n-3)+i>(n-jp)-2 = n(n~3)-0>-l)(i)-2), 
was noch zu halbieren ist. 



IL ABCEDA 
ra. ABDCEA 
IV. ABDECA 

V. ABECDA 
VL ABEDCA 



VIL ACBDEA 

VIIL ACBEDA 

IX. ACDBEA 

(ACDEBA = yi) 
X. ACEBDA 

(ACEDBA = IV) 



(AEBCDAznXU) 
(AEBDCA = IX) 
(A ECB DA = XI) 
(AECDBA=illl) 
(AEDBCA = VII) 
(AEDCBA=z I) 



Aufgabe 168. I a) Sind HEK in Fig. 64 
die drei Punkte der Geraden, und a^a^ die 
Geraden B^C^ und B^C^ durch H; b^b^ 
die zwei Geraden ^iCj und A^C^ durch ^; 
c^c^ die Geraden A^B^ nnd A^B^ durch jfi^, 
so sind Paare perspektivischer Dreiecke von 
den in Aufgabe 73, Satz b bewiesenen Eigen- 
schaften : 

1) ttj 6, c, 7; a, 6, Cj, 2) a, 6j c, ^ «2 K ^i . 
3) ai5jC, /\ a^b^c^, 4) a,&iCi ~f\ a^b^c^. 

Aus diesen Dreiecken setzen sich aber die 
im Satze genannten Vierseite zusammen. 

2a) Sind A BC DE F in Fig. 96 (S. 182) 
die Ecken des Sechsecks, von welchen ACE 
auf ^j, BDF auf t^ liegen, und Q der 
Schnittpunkt t^i^, so erhält man durch Pro- 
jektion der Punkte AECQ aus Z> und F die 
Strahlen DA, DE, DC, DQ perspektivisch 
FA, FE, FC, FQ. Die ersteren projizieren 
sich auf AB als AE^C^B, die letzteren auf 
CB als A^E^CB, also ist auch: 

AECQ i^{ AE^C^B 
und 

AECQ /\ A^E^CB. 



Aufgabe 159. 1 b) Sind S^ A^ A^, S^B^ B^, 
SqC^C^ in Figur 64 die drei Strahlen des 
Punktes, und A^A^^ B^B^, C^C^ die Punkte 
auf diesen Strahlen, so sind Paare perspek- 
tivischer Dreiecke von den in Aufgabe 78, 
Satz a bewiesenen Eigenschaften: 

1) A^ B^ C, 7\ A^ Bj Cj, 

2) A,B,C^ /\A^B^C„ 
8) A.B^C, A AB,C^, 
4) A^B,C,Ä A,B,C^, 

Aus diesen Dreiecken setzen sich aber die 
im Satze genannten Vierecke zusammen. 

2b) Sind abcdef in Fig. 97 (S. 182) die 
Seiten des Sechsseits, von welchen ace durch 
/S\, bdf durch S^ gehen, und q die Verbin- 
dnngsgerade S^ S^, so erhält man durch Schnitt 
der Strahlen aecq mit d und f die Punkte: 

(da), (de), (de), {dq) ^ (fa), (fe), (fc), (fq), 
Erstere projizieren sich aus (ab) als ae^c^b, 
letztere aus (cb) als a^^^^^i ^^^ ^^^ auch: 

aecq /\ ae^c^b 
und _ 

aecq ~/\ a^ejCb, 
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Da in beiden Ponktgrappen der Pankt B ge- 
meinsam entsprechend ist, so folgt: 

Daher müssen AA^y E^E^, CC^ darch einen 
Punkt gehen. Nun ist aber AA^ identisch 
AF, CC^ identisch CD\ E^ ist Schnittpunkt 
von AB und DE, E^ Schnittpunkt von EF 
und CB. Also geht die Verbindungsgerade 
der letzten beiden Schnittpunkte durch den 
Schnittpunkt von AF und CD, d. h. die 
Schnittpunkte der Seitenpaare AB und DE, 
5(7 und EF; CD und FA Uegen auf 
einer Geraden. 



Da in beiden Strahlengruppen der Strahl b 
gemeinsam entsprechend ist, so folgt: 

also müssen die Schnittpunkte {aa^ (fi^t) 
(cc^) auf einer Geraden liegen. Nun ist 
aber (aa^ identisch (af), {cc^ identisch 
(cd); e^ ist Verbindungsgerade der Schnitt- 
punkte {ah) und {de\ e^ Verbindungsgerade 
der Schnittpunkte {ef) und (ch). Also liegt 
der Schnittpunkt der letzten beiden Ver- 
bindungsgeraden auf der Verbindungsgeraden 
der Punkte {af) und {cd), d, h. (5e Ver- 
bindungsgeraden der Eckpunkte {ab) und 
{de), {bc) und {ef), {cd) und {fa) gehen 
durch einen Punkt. 



Figur 97. 



Figur 96. 
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